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1 Fractais

Os fractais, a grosso modo, sao figuras geométricas nao Euclidianas, que possuem uma
estrutura fina, auto-similaridade, simplicidade na lei de formagao e uma dificil descrigao
analitica. Os fractais sdo comumente encontrados na natureza, como por exemplo em
plantas, tecidos de érgaos, nas nuvens, flocos de gelo. Porém esses fractais sao pouco
estudados e abordados nos cursos de Licenciatura, ainda menos no ensino bésico.

Isso ocorra talvez por conta da complexidade de estuda-los, exigindo uma matematica
mais avangada, densa e também ferramentas tecnolégicas como softwares de computador.
Assim, os fractais mais famosos e abordados nos cursos sao de formagao geométrico sim-
ples, como por exemplo, o conjunto de Cantor, a curva de Koch, o tridngulo de Sierpinski,
entre outros.

Essas figuras geométricas chamam a atengao por suas formas, que parecem despertar
algo que nos impulsiona para dentro, para um infinito interno. Mas a pergunta é: sera
que sao apenas figuras bonitas, ou ha algum padrao mateméatico também de grande be-
leza? A resposta é sim. Interessantemente o que define uma figura ser fractal nao é o
aspecto de auto-similaridade, ou outros aspectos visiveis, mas sim um aspecto puramente
matematico, um conceito: dimensao.

As figuras possuem dois conceitos diferentes de dimensao: a topoldgica e a dimensao
espacial. A primeira consiste em ponto (dimensdo zero), reta (dimensdao um), plano
(dimensao dois), sélido (dimensao 3); a segunda é "o espago'que a figura realmente ocupa.

A seguir temos uma figura que mostra uma comparagao entre elas:

Dimensao Euclidiana Dimensao Fractal
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Figura 1 — Comparagao entre a dimensao espacial e a dimensao fractal (SOUZA, 2019)

Para tentar elucidar tomemos o tridangulo de Sierpinski, apés infinitas iteragoes a
figura que possuia um valor de area, se tornou apenas um emaranhado de segmentos, cujo
formam uma curva (possuindo comego e fim). Assim sua dimensao topolégica é igual a
1. Por outro lado se formos ver este emaranhado de segmentos, parece que ocupa quase

o equivalente a uma area, portanto sua dimensao espacial é maior que 1.
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Para calcular esta dimensao existem dois métodos. Mas vamos aplicar inicialmente

um deles chamado de auto-similaridade, o qual utilizamos a seguinte féormula:

log N
D= 280
log &
Onde N é o ntimero figuras apéds iteracao, R é o fator de reducao e D é a dimenséo.

Assim a dimensao do Tridngulo de Sierpinski é:

D log 3

=1,52
log 3 ’

Desta forma vemos que realmente a dimensao espacial é maior que a dimensao topo-
légica, e isso nao é coincidéncia. De fato, isso é sempre verdade nos fractais, ou seja, uma
figura ¢ um fractal toda vez que sua dimensao espacial for estritamente maior que sua
dimensao topologica.

J& o outro método para calcular a dimensao chamamos de contagem de caixas, o
qual é usado para figuras sem auto-similaridade.Tal método conforme descreve Arsie é da
seguinte forma:

“...consiste em cobrir a figura com uma malha de quadriculas de lado 1, e contar quantas
possuem ao menos um ponto da figura. Representamos esse valor por N. Seja 0 o lado da
moldura que escolhemos para inserir a figura. Consideremos um quadrado cheio de lado
0. Se dividirmos em quatro quadriculas iguais de lado 1, cada uma delas tera a metade
do lado do quadrado inicial. E obtemos N=4 e % = 2. Como a dimensao do quadrado é

D=2 temos a relagao:

Mas para que a determinacao de D seja precisa, é necessario que a malha seja muito fina,
isto é, que o lado das quadriculas seja tdo pequeno quanto se queira. Podemos definir D

aplicando o limite quando o lado tende a zero:

7 (ARSIE; RIBEIRO, 2009)

Um outro fractal nao muito abordado, mas que possui varias aplica¢coes na medicina
por exemplo, e também enorme potencial para trabalhar geometria no ensino basico ¢ a
arvore fractal. Quando analisamos por exemplo os galhos de uma arvore vemos que de
um galho central surgem galhos secundarios e dos secundarios surgem outros e assim por
diante, e também que normalmente os galhos vao diminuindo seu tamanho, ou grossura.
Entao justamente, uma arvore fractal é uma figura formada por processo geométrico
simples (ramifica¢do), possui auto-similaridade, estrutura fina.

Existem diversas arvores fractais, algumas com 2 ramificagoes, outras com 5, outras

com 27, ou seja podem ter n ramificacoes. Também podemos explorar o angulo que esses
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ramos fazem com seu galho inicial e o tamanho do ramo. Essas modificacoes irao alterar

o aspecto da arvore e sua dimensao espacial. Veja a seguir algumas imagens.

A

Figura 2 — Arvore fractal com 3 ramificacoes (Fonte: Prépria)

Figura 3 — Arvore fractal com 5 ramificacdes

Fonte: https://www.rgbstock.com.br/photo/nlvstHS /Fractal

A dimensao topoldgica das arvores fractais sao iguais a 1. J& a dimensao espacial sera
estritamente maior. Vejamos a seguir um exemplo do célculo da dimensao fractal pelo

método da contagem de caixas conforme a Figura 4.
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Figura 4 — Arvore fractal com 5 ramificacées (Fonte: Propria)

Verificamos que

N =200

0 = 647px

[l = 12px
Portanto loz 200
D= %

log T

D =132

Veja que a dimensao espacial realmente ¢ maior que a dimensao topoldgica, também ¢é
interessante observar duas coisas: primeiro que quanto mais ramificagoes a arvore possuir
maior sera sua dimensao, pois aumentara o valor de N e log é fun¢ao crescente, e a segunda
que quanto mais préximo de zero for o valor de , mais preciso sera o valor da dimensao

espacial. Feito isto vamos explorar um pouco sobre o comprimento dos segmentos durante



Capitulo 1. Fractais 5

as iteracoes considerando o segmento inicial igual a L, duas ramificagoes e fator de reducao

igual a 2.
lteragdo |N° de segmentos |[Comprimento segmento
0 1 L
1 3 1/2L
2 7 1/4L
3 15 1/8L
n+1 1
n 2 z—nL

Portanto ¢ facil ver que o comprimento dos segmentos de iteracao n com n tendendo
a infinito ficardo préximos de zero. Porém o nimero de segmentos ird para infinito. Sob
uma perspectiva didatica para a educagao basica, vemos que as arvores fractais possuem
diversos pontos positivos para a abordagem nesta fase, isso pois sua construgao é muito
simples, a sua diversidade que nos permite trabalhar angulos, medidas de comprimento e
proporcao, bem como generalizagoes, buscando afinar ainda mais o conhecimento mate-
matico dos alunos.

Para elucidar essa diversidade da qual temos falado, mostramos a seguir um fractal
denominado, arvore pitagorica, os quais possibilitam a abordagem de contetidos como o

proprio teorema de Pitagoras, equivaléncia de triangulos, e outras abordagens geométri-

. 4 R

Order 0 Order 1 Crder 2 Order 3

cas.

Figura 5 — Iteracoes da construcao da Arvore Pitagérica com tridngulo equildtero

(Fonte:https://semsofismos.wordpress.com/2014/09/29 /trabalho-i-matematica-e-
arvores)
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Figura 6 — Arvore pitagérica por tridngulo retangulo escaleno (NICOLA et al., 2013)



2 Consideracoes

As pesquisas em torno dos fractais e nos mostraram o grande potencial que tais figuras
possuem, verificamos diversas aplicagoes como cita Rabay (2003):

“No desenvolvimento de tecnologias podemos citar a utilizagao de antenas para equi-
pamentos moveis, que além da otimizacao de espago aumentam a capacidade de trans-
missao,... Na agricultura a analise de solos, nebulosidade da area, movimentos dos rios e
estruturas de varios cristais podem ser modelados por fractais.

Nas ciéncias médicas e bioldgicas, encontramos diversos exemplos, ... como por exem-
plo, na fisiologia animal, as ramifica¢cbes pulmonares, veias e artérias seguem padroes de
ramificagoes,... A andlise de imagens diagnodstico precoce de cancer e do Mal de Alzheimer
pode ser feita através de modelagem utilizando-se os fractais.” (RABAY et al., 2013)

Além disso, podemos utilizar essas figuras fascinantes para o desenvolvimento de di-
versos conteidos na educacao bésica, podendo explora-los com o apoio de software como
O GeoGebra e o Carmetal, possibilitando ao aluno a construcao de seus préprios fractais,
a explorar as propriedades, a verificar relagoes, proporcionando assim uma aprendizagem

interessante e significativa para o aluno.
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