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Neste caṕıtulo apresentamos as curvas de preenchimento de espaço. Fala-
remos um pouco sobre o que são essas curva e porque recebem esse nome de
acordo com a dimensão espacial delas. Mostraremos alguns exemplos dessas
curvas sendo ela: Peano, Gosper e Hilbert

1.1 Curvas de preenchimento de espaço

Também conhecida como curva de Peano, em 1890 o Matemático Giuseppe
Peano descobriu uma curva capaz de passar por todos os pontos de um qua-
drado, ou seja, preenchendo um espaço bidimensional Revolucionou o mundo
Matemático, pois alterou o conceito de curva.

Em 1891 o Matemático David Hilbert descreveu uma variação da curva de
Peano mostrada nas figuras a seguir:
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Figura 1.1: Fonte: Argote - 2013

Estendeu o estudo para espaços n-dimensionais.

1.1.1 Dimensão

Dimensão Topológica

Ponto: dim0

Reta: dim1

Plano: dim2

Sólidos: dim3

...

Dimensão Espacial

N - No de figuras

R - Fator de redução

D - Dimensão

Teremos então:

N = R−D (1.1)

D =
lnN

ln
1

R

(1.2)
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1.2 Curva de Peano

1.2.1 Construção

Para construção da curva de Peano vamos começar por um pequeno seg-
mento de reta. Depois dividimos esse segmento de reta em três sub-segmentos
iguais e constrúımos um retângulo no sub-segmento do meio ficando com dois
quadrados de lado iguais a cada um dos sub-segmentos. Obtemos portanto uma
curva geradora com 9 sub-segmentos [Fernandes, 2007] como mostra as figuras
a seguir:

Figura 1.2: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.3: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Cada segmento de reta será substitúıdo por vários segmentos de retas inferior
e proporcional.

Figura 1.4: Fonte: Nunes - 2006
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Vejamos a tabela:

Figura 1.5: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.6: Fonte: NUNES - 2006

Fazendo varias interações enchemos o quadrado

1.2.2 IFS

Partimos de um segmento unitário

Figura 1.7: Fonte: Andréia Cristina Silveira
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Figura 1.8: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.9: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.10: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.11: Fonte: Andréia Cristina Silveira
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Figura 1.12: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.13: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.14: Fonte: Andréia Cristina Silveira

Figura 1.15: Fonte: Andréia Cristina Silveira
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Figura 1.16: Fonte: Andréia Cristina Silveira

1.2.3 Dimensão

Temos nove segmentos de reta (N = 9). Comprimento de cada segmento 1
3

em relação ao segmento inicial [Silva, 2008]

Então:

No de figura N = 9;

Fator de redução R = 1/3

D =
lnN

lnR
=

ln 9

ln 3
= 2

Dimensão espacial = 2;

Dimensão topológica = 1

1.3 Curva de Peano Gosper

A curva de Peano-Gosper é uma curva de preenchimento do plano, desenvol-
vida por Peano e Bill Gosper, conhecidda também por flowsnake (floco de neve).
Originalmente chamada de ”cobra-cobra”por R. W. Gosper e M. Gardner Man-
delbrot (1977) e posteriormente cunhou o nome Curva Peano-Gosper.

O objetivo dessa curva foi sanar a deficiência da Curva de Peano, que possui
uma infinidade de pontos de intersecção.

O iniciador é um segmento de reta, mas o gerador é um pouco mais complexo,
associado a malha de triângulos equiláteros.

1.3.1 Dimensão

A dimensão espacial é baseada no gerador. Temos sete segmentos de reta (N=7)
Comprimento de cada segmento é 1√

7
em relação ao segmento inicial.
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Figura 1.17: Fonte: Flavia Cerqueira Cesar

Logo: D= ln7
ln
√
7

= 2

1.4 Curva de Hilbert

A curva de Hilbert foi criada em 1891 pelo matemático David Hilbert. Ele apre-
sentou a primeira construção geométrica de uma curva sobrejetiva e cont́ınua
que mapeia um intervalo unitário em um quadrado unitário [Buchin, 2008]. E
Apesar de sabermos várias propriedades, ela não possui uma descrição anaĺıtica
simples [Da Cruz, 2014].
Como as outras curvas de preenchimento de espaço, a curva de Hilbert tem
dimensão do espaço que preenche. Então se tomamos o mapa Hd como a curva
de Hilbert que mapeia um intervalo I em um hipercubo Id,

Hd : I −→ Id, I ⊂ R (1.3)

Nossa curva será de dimensão d.
Em sua formulação original, a curva H2 pode ser constrúıda geometricamente

da seguinte maneira:

(a) primeira iteração (b) primeiro passo inter-
mediário

(c) primeiro passo inter-
mediário

Figura 1.18: Iterações da curva de hilbert
Fonte: Kevyan Uehara
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(a) segunda iteração (b) segunda passo inter-
mediário

(c) primeiro passo inter-
mediário

Figura 1.19: Iterações da curva de hilbert
Fonte: Kevyan Uehara

(a) terceira iteração (b) passo intermediário (c) quarta iteração

Figura 1.20: Iterações da curva de hilbert
Fonte: Kevyan Uehara

Como a curva de Hilbert mapeia pontos próximos do plano para pontos
próximos da reta, ele é muito útil em para reduzir problemas multidimensionais
para problemas unidimensionais. Outra aplicação é como base de heuŕıstica
para o problema do caixeiro viajante [Buchin, 2008].



10 CAPÍTULO 1. CURVAS DE PREENCHIMENTO DE ESPAÇO
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sistemas dinâmicos complexos. Champagnat, Curitiba, Brasil.

[Silva, 2008] Silva, M. R. (2008). Novas configurações de monopolos planares
quase-fractais para sistemas de comunicações móveis.


