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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo introduzir o estudo dos fractais aliados as
progressdes geométricas e aritméticas no ensino médio. Ele € constituido por um
vocabulario acessivel e possui uma gama de figuras geométricas e tabelas. Contém
estudos de sequéncias, mais precisamente, Progressbes Geométricas e
Progressdes Aritméticas interagidas com os fractais. Os fractais estdo detalhados a
partir de um breve histérico de sua descoberta, principais caracteristicas e os
algoritmos que propiciam a sua construgdo. Por fim, apresentamos algumas
aplicagées dos respectivos fractais no estudo das progressées geométricas e
aritméticas. Entre os fractais apresentados encontramos os classicos Tridngulo de
Sierpinski, Poeira de Cantor e Curva de Koch, Curva de Peano e Arvores, com os
quais podemos construir tabelas e mostrar exemplos geométricos em que aparecem
Progressbes Geométricas e Progressdes Aritméticas, além de aliar o estudo da
geometria com conceitos algébricos das progressoes. E, finalmente, como mais uma
sugestdo de atividade, demonstramos a construgdo de alguns dos fractais aqui
apresentados utilizando o Cabri-Géométre, por ser uma ferramenta de facil
manipulacédo e muito util para este fim.

Palavras-chave: fractais, progressao geométrica, progressao aritmética.
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INTRODUGAO

Este trabalho tem como objetivo mostrar que o uso da geometria fractal pode
proporcionar uma maior motivagcdo as aulas de Progressdo Aritmética (PA) e
Progressdo Geométrica (PG), e faremos isto, apresentando alguns exemplos de
progressoes geradas através da construcao de fractais.

Iniciaremos nossos estudos com conceito de sequéncias, mostrando também,
as principais caracteristicas das progressdes geométricas e aritméticas. Em seguida,
apresenta-se uma breve introdugdo sobre a origem dos fractais, e da-se inicio ao
estudo das curvas fractais, propriamente ditas.

A primeira curva a ser estudada sera a Curva de Koch e, em seguida,
veremos o floco de neve de Koch, o tridngulo de Sierpinski, as arvores bifurcadas e
finalmente a curva de Peano, apresentando em cada se¢do um pouco sobre a
descoberta, o algoritmo de construgdo, as principais caracteristicas fractais e
aplicagdes em PA e PG.

Nossa intencdo com este trabalho, como ja foi dito, é de interagir as
progressdes com a geometria, visto que, os conceitos geométricos constituem parte
importante do curriculo de Matematica no ensino fundamental e médio. Por meio
destes conceitos, o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que |he
permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o0 mundo em
que vive.

Dentro da geometria, podemos encontrar diversas formas de poligonos que
nos possibilitam o uso de recursos visuais e manipulativos. Estes recursos
constituem um o6timo atrativo no ensino da matematica, de modo que, podem
contribuir com o desenvolvimento da tematica das PA e PG. Assim sendo,
acreditamos que, com a utilizagdo da geometria fractal podemos mostrar que as
sequéncias, de um modo geral, ndo sdo somente operac¢des algébricas e que
podemos visualizar exemplos geométricos que irdo de fato acrescentar muito ao seu
estudo, sem deixar de falar na beleza indiscutivel dos fractais.

No decorrer deste estudo sobre progressdes motivadas pelos fractais,
encontramos um sem-fim de situacbes extremamente motivadoras a serem
exploradas no dia-a-dia do ensino da matematica. Além de ser um excelente tépico
para aplicacdo de progressdes geométricas e aritméticas e um estimulo ao uso de

tabelas, podemos ainda destacar a oportunidade de trabalhar com processos



iterativos, escrever formulas gerais, criar algoritmos, calcular areas e perimetros de
figuras com complexidade crescente e introduzir uma idéia intuitiva do conceito de
limite.

Diante desta diversidade de aplicacdes, torna-se indiscutivel os beneficios da

introducao desta tematica nos curriculos de nossos alunos.



1 SEQUENCIAS E PROGRESSOES

A bibliografia consultada neste capitulo foi baseada, quase que na sua
totalidade em [6], [9] e[12].

Em diversas ocasides, até mesmo em situacbes do no nosso dia-a-dia,
precisamos estabelecer uma ordem entre os elementos de um conjunto e considerar
os distintos conjuntos formados por estes elementos, mas ordenados de forma
diferente. Por exemplo, num campeonato nacional de futebol, um mesmo clube pode
realizar um conjunto de partidas, mas existe a primeira, a segunda, etc. Temos ai o
que se chama uma sequéncia ou sucessao de jogos que o clube realiza. A estes
conjuntos de sequéncias ou progressdes podemos estabelecer a seguinte definigéo:

‘Uma sequéncia € uma fungdo cujo dominio é o conjunto N dos numeros
naturais” [7], e é representada por

(a,a,.a,,..,a,,..)
onde o numero natural tomado para indice indica a posicdo do elemento na
sucessao. O as € o primeiro termo, o0 a; € 0 segundo, e por consequéncia, 0 a, € 0
enésimo termo, ou seja, um elemento genérico denominado termo geral.

Esta sequéncia pode ser indicada de modo mais resumido, simplesmente por

an , entendendo-se que neN.
De um modo geral, dada uma funcéo a, =f(n), definida para neN, chamamos

de f(n) a imagem contida em R (conjunto dos numeros reais). Deste modo, para

~ , 1
uma sucessao do tipo an, com [an Z—j encontramos

a,=f(1)=1, a2=f(2)=%, a3:f(3):§ e assim por diante.

Podemos ainda considerar sequéncias a, com n pertencendo a um
subconjunto finito de N do tipo {1, 2, 3, ..., 20} ou, em geral, {1, 2, 3, ...,n}. Nestes
casos temos uma sequéncia finita, de n elementos.

Nas proximas secdes veremos as definigdes e formulas fundamentais dos
casos particulares das sequéncias, as progressdes geomeétricas e aritméticas,

objetos de nosso estudo através da motivagao pelos fractais.



1.1 Progressao Aritmética — PA

Definigao

Uma progresséao aritmética, ou simplesmente PA é uma sequéncia onde cada
termo, a partir do segundo € a soma do termo anterior com uma constante r,
chamada a razdo da progressao, ou seja, a sequéncia a, chama-se uma PA de

razao r quando:

an+1 = antr

para todo neN .

Férmula do termo geral

Mostraremos agora uma férmula que permite encontrar qualquer termo de
uma PA sem precisar escrevé-la completamente.
Se a sequéncia (a4, az, as, ...,an, ...), € uma PA de razédor,
a,=a;+1r
as=atr>az=a;+2r

ag=az+roaz=a;+3r

a,=a +(n-1)r (1.1)

Na formula:

an € o enésimo termo (termo geral);

a, € o primeiro termo;

n € o numero de termos.

A razdo de uma PA, pode ser obtida, subtraindo o termo anterior
(antecedente) do termo posterior (consequente), ou seja:

d2-adq=aAz-aAdz = aAdg-Az = ... =aAp-Anpq =T
Classificagcao de uma PA
“A razao de uma PA pode ser um numero positivo, negativo ou igual a zero”,

[7], assim:

1°) Se r = 0, entdo a PA é denominada constante ou estacionaria.



2°) Se r < 1, entdo a PA é decrescente.

3°) Ser > 1, entdo a PA é crescente.

Soma dos n termos de uma PA

Uma PA finita qualquer com n termos e razao r
(a1, ag, as,..., @n2, @n-1, @n)
também pode ser representada por
(@, ar+r,a1+2r,...,ay—2r,a,—r, an).

Podemos observar que “numa PA finita, a soma de dois termos equidistantes
dos extremos é igual a soma dos extremos”, [4], a1 + a,.

Se queremos obter uma féormula para o calculo da soma S, dos n termos
daquela PA temos:

Férmula da soma

Sp=aj+a+az+...+apo+ a1+ a, (1.2)

Sh=antapnitanzt...+az+ax+a (1.3)

Por adigdo de (1.2) e (1.3) obtemos:

2S,=(a1+an) *+ (az+ an1) + (az+ ane) +...+ (@p2+ az) + (an1 + a2) + (an + a1)

Como a; e an.1, az € an2 sado equidistantes dos extremos, suas somas sao

iguais a (a4 + ay); logo:

2S,=(a1+tap)+(aj+ay) +(ar+ap)+...+(aj+ay) +(ar+ay) + (a1 +ay)

2Sp=(a1+an)n

_ (al +an) n
Si= (1.4)

1.2 Progressao Geométrica — PG

Definicao
Uma “progressao geométrica € uma sequéncia de numeros nao nulos em que

cada termo posterior, a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por um



numero fixo chamado razdo da progressao”, [4], representada por q, ou seja, a

sequéncia a, chama-se uma PG de razédo q quando:

dn+1 = an.g

Férmula do termo geral de uma PG

Uma Progressdo Geométrica finita, € uma colegao finita de numeros reais que
possui as mesmas caracteristicas que uma sequéncia geométrica, no entanto,
possui um numero finito de elementos.

Mostraremos aqui a férmula do termo geral de uma PG, que permite
encontrar qualquer termo sem precisar escrevé-la integralmente.

Se a sequéncia (a4, az, as,...,an1, an), € uma PG de razéo q,

a;=a;, q'
az=a,q>> az=a; g

— — 3
aa=azgq2a=a1q

a,=aq"’ (1.5)

Na féormula:

an = termo geral;

aj = primeiro termo;

n = numero de termos.

A razdo de uma PG pode ser obtida pela divisdao do termo

posterior(consequente) pelo anterior (antecedente), ou seja:

a, a, a, _a

e n :q

al aZ a3 an—l

Classificagcao de uma PG

Uma PG pode ser classificada em:
a) q>1
Se a1 > 0, a PG é crescente e o termo geral cresce indefinidamente.

Se a1 <0, a PG é decrescente e o termo geral decresce indefinidamente.



b) 0<qg<1
Se a4 > 0, a PG é decrescente.
Se a; <0, a PG é crescente.
Em ambos os casos o termo geral tende a zero.

c) q=1
A PG é constante.

d) -1<q<0
Os termos da PG oscilam entre valores positivos e negativos, mas o termo
geral tende a zero.

e) q<-1
Os termos da PG oscilam entre valores positivos e negativos. O valor
absoluto do termo geral cresce indefinidamente mas nao existe o limite do
termo geral.

f) q=-1
Os termos da PG oscilam entre valores positivos e negativos. O valor
absoluto do termo geral é constante mas n&o existe o limite do termo

geral.
Soma dos n primeiros termos de uma PG

Se queremos obter uma férmula para o calculo da soma S, dos n termos de
uma PG finita,
2 -1
(a1, az, a3, ..., an) ou (a1, a1q, a1q°, ..., a1q™")

temos:

Férmula da soma
Sn=as+aiq+aig +... + a;q™" _ (1.6)
Multiplicamos ambos os membros desta igualdade pela raz&o q e obtemos:

qSn = aiq+aiq*+ ... +ayq™" + ayq" (1.7)
Pela subtracéo de (1.6) em (1.7) obtemos:

1(1.7) — (1.8): qSh - Sn = (a1q + a199)+...+(a1q™" + a1q")—(as + a1q + a1q* + ... +
taiq)



qSn—Sn=aiq"—a1 > Sh=(q-1)=a:(q" - 1)

Dai segue-se que, para uma PG finita qualquer a4, a,, ...,an, de razédo q # 1,

tem-se:

_al(q“—l)
5= (1.8)

Podemos chegar a uma outra férmula, para o mesmo calculo da soma, do

seguinte modo:

n-1

S :al(qn _l)zalqn -4, :al'q g-a,
"og-l q-1 g-1

isto é,

g -A~a9 (1.9)

Se q = 1, caso excluido nas férmulas anteriores, a PG é constante e entdo é

imediato que S, = n.a;.
Soma dos termos de uma PG infinita

A soma de uma PG infinita tanto pode aumentar quanto pode diminuir

infinitamente. Quando n tende ao infinito, podem acontecer dois casos:

1° caso: ap >0 & q>1

Para os valores da razao q maiores do que um, os termos vao ficando cada
vez maiores até que o termo geral a, atinja um numero tdo grande quanto se queira

e é facil notar que a soma tendera também a um valor infinito.

S—o0 (asomatente a )

2° caso: an—>0 <qx<l



Para os valores da razdao q menores do que um e maiores do que zero, a
medida que n vai aumentando os termos vao diminuindo. E podemos fazer com que
o ultimo termo seja tdo pequeno quanto queiramos.

an —0 (o ultimo termo tende a zero).

E na expressao:

Sn_a”'q_al {a,— 0
q-1
g =—2
n q—l
g _ & (1.10)
n l—q

Chamamos esta “soma” de “limite da soma”.
Nos proximos capitulos abordaremos o tema fractais, escrevendo sobre a sua
origem, caracteristicas e algumas aplicacbes para a motivacdo do ensino de

progressodes aritméticas e algébricas.



2 FRACTAIS

Fractais séo formas igualmente complexas no detalhe e na forma global.
(Benoit B. Mandelbrot)

Os fractais vém sendo estudados e denotados por Geometria Fractal, termo
introduzido em 1975 por Benoit B. Mandelbrot, matematico polonés, que difundiu
amplamente essa geometria [8]. A palavra fractal baseia-se no latim, do adjetivo
fractus, cujo verbo fragere correspondente significa quebrar, fraturar ou interromper
e foi associada aos cognatos ingleses fracture (fratura) e fraction (fragéo).

O termo fractal aplica-se, em geral, a construgdes diversas, englobando uma
gama de figuras que sequer podem ser agrupadas a alguma categoria
convencionada, pela diversidade das formas e caracteristicas bizarras que possuem.
Apesar de terem esta aparéncia confusa e bagungada, quando olhadas
matematicamente sua analise denota figuras regulares e apresenta comportamentos
curiosos, como o0 de se assemelharem a elas mesmas quando observadas de
diferentes escalas de tamanho.

A construgcdo dos fractais demanda processos iterativos, por isso, ndo é
possivel sua representacao fiel, visto que, tais processos sao infinitos. Os fractais se
popularizaram a partir da década de 80, com o avango da informatica, o que permitiu
maior precisao na confecgao de imagens de fractais.

Devido a estas caracteristicas, estabelecer uma definicdo para o termo fractal
€ extremamente dificil, sendo que o préprio Mandelbrot em seu primeiro livro sobre
fractais, datado de 1975 [8], evita dar uma definicdo matematica formal do termo.

Na préxima segao, veremos as principais caracteristicas dos fractais, através

das quais, podemos estabelecer uma definicdo de fractal.
2.1 Caracteristicas dos fractais
Kenneth Falconer, em seu livro Techniques in Fractal Gemetry, afirma

que um fractal geralmente possui todas ou a maioria das caracteristicas descritas a

sequir [8,11]:
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. Estrutura fina

A estrutura fina consiste em detalhamento infinito. Sucessivas ampliacbes de
um fractal levam a mais e mais detalhes, indefinidamente. Isso n&o ocorre com as
figuras geométricas convencionais. Nos fractais a cada ampliacdo surgem mais
detalhes, mesmo que se repita o processo indefinidamente. Se o fractal for
construido na tela grafica de um computador, os detalhes aparecerdo nas
ampliacbes sucessivas, até onde o computador suportar a realizagdo dessas

ampliagdes.

. Auto-afinidade

A auto-afinidade ou auto-similaridade, também chamada por Mandelbrot de
homotetia interna, consiste em se poder obter réplicas menores da figura através de
sua divisdo (no caso dos fractais, de sua ampliagdo). Quando as réplicas séo
sempre idénticas e obtidas através do mesmo fator de redugao, diz-se que a figura

possui auto-similaridade estrita.

. Simplicidade na lei de formagao

A lei de formacéao do fractal € o processo que é repetido a cada iteragao. De
fato, geralmente esse procedimento a ser repetido € bastante simples. No caso do
conjunto de Cantor, que veremos em capitulo proprio, a lei de formagao é: divide-se

cada segmento em 3 partes, e retira-se o terco médio.

. Dificil descrigcao

O fractal ndo pode ser descrito de maneira simples por uma funcao analitica
ou em linguagem geométrica tradicional. Isso se deve ao fato de que o fractal é
construido através de processos iterativos. E impossivel representa-lo por uma

funcao simples.

. Dimensao Fractal

A dimensao fractal diz respeito a dimensao espacial, ou seja, ao espago que a
figura ocupa. A dimensdo fractal & estritamente maior que a sua dimensé&o
topologica e pode ser calculada de varias formas. Se a figura ndo possuir auto-
similaridade, um método grafico corretamente utilizado € o de contagem de caixas.

Se possuir, como é o caso do conjunto de Cantor, podemos calcular a dimensao por
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outro método um pouco mais simples. Maiores detalhes sobre dimensao
encontraremos em [8,13].

Todas estas caracteristicas procuram definir um fractal, e como foi
mencionado, os fractais reunem algumas delas ou todas. A seguir nos utilizaremos
destas caracteristicas para mostrar alguns fractais que irdo incrementar nosso

estudo sobre PA e PG, iniciando pela classica Curva de Koch.

2.2 Curva de Koch

O matematico Niels Fabian Helge Von Koch (Figura 1), nasceu no dia 25 de
janeiro de 1870 em Estocolmo, Suécia. Estudou na Universidade de Estocolmo a
partir de 1888. Publicou varios livros sobre Sistemas Lineares e Equacgdes
Diferenciais. Em 1911 iniciou sua carreira de professor na Universidade onde

estudou. Ele faleceu em 11 de margo de 1924, na cidade onde nasceu [8].

Figura 1: Niels Fabian Helge von Koch

Conforme [3], Koch idealizou alguns dos mais famosos fractais existentes — a
“Curva de Koch” e o “Floco de Neve de Koch”. Ambas foram exibidas pela primeira
vez em 1904 e ganharam tamanha notoriedade devido as caracteristicas patolégicas
e incomuns que apresentam. A Curva de Koch, apesar de ser uma curva limitada,
possui comprimento infinito. O floco de neve é uma figura geométrica que delimita
uma area finita por um perimetro infinito. Além disso, ambas mantém a caracteristica
topoldgica de uma curva de dimensao unitaria, uma vez que elas néo se intersectam

em nenhum ponto.
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Obtenc¢ao da curva de Koch

A curva de Koch € uma curva gerada fazendo copias de copias. A construgéo
resulta na auto-semelhanca e isto aparece quando, por exemplo, escolhemos numa
determinada fase um segmento a ser substituido e observamos que ele gerara a
seguir uma curva semelhante a curva completa de Koch [1].

Para entendermos melhor este processo, vamos construir a curva de Koch.
Considere inicialmente um segmento de reta e siga os trés passos conforme segue:

1- Dividir o segmento em 3 partes iguais.

2- Substituir o segmento central por um tridngulo equilatero sem a base.

3- Repetir, indefinidamente, os passos anteriores para cada um dos

segmentos da nova figura.

A figura 2 a seguir, parte do nivel 1 e detalha as etapas deste processo.

Devemos lembrar que o nivel O é representado por um segmento de reta.

_/

Nivel 2 Nivel 3

Nivel 4 Nivel n

Figura 2: Processo para a construgdo da curva de Koch.

Caracteristicas fractais da curva de Koch

As principais caracteristicas apresentadas pela curva de Koch sao:

. Auto semelhanga: é possivel encontrar em cada nivel da curva de Koch
quatro copias da figura no nivel anterior, em tamanho reduzido, sendo
que, para cada uma dessas quatro partes ocorre 0 mesmo. Deste modo,
vemos que a auto semelhanga é encontrada em cada parte da figura nao

importando qual esta sendo observada.
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« Estrutura fina: ndo importa o quanto ampliamos a curva de Koch, a
quantidade de detalhes que vemos continua sendo grande.

« Facil construgao: o processo de obtencao da curva € simples com apenas
trés passos repetidos indefinidamente.

. Dificil descricdo matematica: apesar da facilidade da construgdo, nao

existe uma funcao analitica simples que descreva a curva de Koch.
Aplicagoes da curva de Koch em PG

Considere que o segmento inicial no algoritmo da curva de Koch tenha
comprimento /. Aplicamos o algoritmo de construgdo no nivel 0, que possui um

segmento de tamanho ¢ e o comprimento total da curva também /. Para o nivel 1,

encontramos 4 segmentos de comprimento g O tamanho da curva passa a ser 4

vezes o0 comprimento deste segmento gerado.

No nivel 2, aplicamos novamente a construgdao da curva de Koch. Temos

1 ; , .
agora, segmentos de tamanho 3 O numero de segmentos anterior ficou

multiplicado por 4, assim, se obtivemos 4 segmentos no nivel 1, agora teremos 42 , €

l . ,
o tamanho da curva passa a ser 423—2. Obtemos assim, quatro novas figuras

triangulares sem a base.

Este processo se repete indefinidamente até a sua generalizagdo no nivel da
sua etapa n.

Ao estudarmos a curva de Koch, podemos construir uma tabela para melhor
visualizagdo. A Tabela 1, que veremos a seguir, foi obtida partindo-se do nivel inicial
zero da construcdo da curva e nos mostra detalhadamente todo o processo até a
sua generalizagao.

Em cada coluna procuramos mostrar as diversas etapas da constru¢ao com
seus respectivos niveis, obtendo inicialmente uma coluna para as figuras e outra
indicando em qual nivel o processo se encontra.

A terceira coluna nos fornece o numero de segmentos que a curva possui na

etapa n de construgdo. A quarta coluna fornece o comprimento de cada um destes
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segmentos. Note que de um nivel para outro, cada segmento da origem a quatro
novos segmentos reduzidos do fator 1/3.
Finalmente, o comprimento total da curva resulta do produto do numero de

segmentos pelo comprimento de cada um dos segmentos gerados em cada nivel.

Tabela 1: Curva de Koch

. N° de Comprimento de Comprimento
Nivel
segmentos cada segmento total da curva
0 1 14 l
l l
/\ 1 4 = 4—
3 3

/ 2 !
m 2 42 32 4 32
/ 3 !
mﬁ%ﬁk ] + 3} 3

/

4

4 4 3+ Y
g n

N 4" [fj /
3" 3

Perceba que ao passo que evoluimos na construgcédo da curva, obtemos como
resultado progressdes geométricas crescentes e decrescentes.

Veja o comprimento do segmento. Temos inicialmente um segmento de

tamanho ¢. Obtemos sucessivamente, (£ £t £

S ey —— e ue € uma PG com
333 3" j g

1 ~
al=§ e ng. Portanto uma PG decrescente, com razdo menor do que 1 e termo

geral que tende a zero.
Observe que o comprimento total da curva, também ¢é iniciado com um

segmento de tamanho /. Ao aplicarmos sucessivamente o algoritmo de construgéo

n
obtemos 4£,42i’43i,“_,(fj l,...], que é uma PG com a1:4£ e q :i . Neste
3 32 33 3 3 3
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caso, tem-se uma PG crescente, com o termo geral que tende para o infinito.
Finalmente, o numero de segmentos € uma PG com a;=4 e gq=4, e também ¢é
crescente, mas, com o termo geral tendendo para o infinito.

Podemos ressaltar ainda que, mesmo a curva tendo seu perimetro crescendo
infinitamente, ndo conseguimos visualiza-la até o final do processo. O mesmo
observamos para o tamanho do segmento, que diminui infinitamente mas nunca ira
desaparecer por completo. A tecnologia dos nossos computadores ndo possui
capacidade para tal visualizagéo, ja que o processo se repete indefinidamente.

Fatos como estes instigam o aluno e podem agugar a sua imaginacao,

tornando a aula mais motivadora.

2.2.1 Floco de Neve de Koch

O nome desse fractal vem da sua semelhanga com as representacoes
geométricas feitas de um floco de neve.

De acordo com [3], cada floco de neve de Koch possui um tridngulo equilatero
como iniciador da curva de Koch. No floco de neve pode-se perceber mais
facilmente as caracteristicas incomuns desses fractais, pois temos uma figura
regular fechada de perimetro infinito cercando uma area finita, que, em termos
simples, nunca sera maior que a area da circunferéncia circunscrita ao triangulo
equilatero iniciador. As expressdes que fornecem a area e o perimetro exatos para
o floco de neve podem ser facilmente determinadas através da soma dos infinitos

termos de uma Progressdao Geométrica partindo-se de um tridngulo equilatero.

Nivel 0
Nivel 1 Nivel 2
"y
g\in.“r\)} C‘-ﬂ-shlrr\.s
i
e <
¥
g, g
e o
Nivel 3 Nivel n

Figura 3: Niveis do Floco de Neve de Koch
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Aplicagoes do floco de neve de Koch em PG

O processo de construcao do floco de neve de Koch é basicamente a
repeticdo do que ja foi visto na curva de Koch, e difere apenas por aplicarmos o
algoritmo em trés curvas que se unem formando um tridngulo equilatero. Por este
motivo, ao construirmos nossa tabela, trabalharemos apenas com aquelas colunas
gue ainda ndo estudamos, ou seja, a area de cada triangulo inserido e o numero de
tridangulos inseridos.

A Tabela 2 que segue, foi obtida partindo-se do nivel inicial zero da
construcao do floco de neve de Koch e nos mostra detalhadamente todo o processo
até a sua generalizagao na etapa n.

Ressaltamos que, o uso do tridngulo equilatero, € conveniente por questdes
estéticas e para termos uma melhor visualizagdo do processo, além de facilitar a
construcao do floco de neve propriamente dito. Mas, isto ndo impede que o mesmo
seja construido utilizando qualquer outro triangulo.

Cabe ainda aqui destacar que, ao trabalharmos com area do tridangulo

equilatero de lado ¢, usamos a formula da area, prépria para este triangulo,

V3

A; :Tﬁz, que no seu nivel inicial 0, sera denotada por A,. Podemos encontrar

detalhes sobre a obtengéo desta férmula em [5].

Tomamos entdo, a area inicial do triangulo equilatero:

A =B
4

No nivel n=1, temos que o comprimento de cada segmento & g Substituindo

na formula da area do triangulo equilatero, temos

2
A =£(ﬁj
4 \3
R , N ; |
Como A, —Tﬁ , substituindo na area do nivel inicial 1, verificamos que:
A
A, =3—2°

Este processo se repete indefinidamente.



Tabela 2: Floco de Neve de Koch
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Comp. ) N° de
Nivel N° de de Compr. total | Area de cada tridng Soma da area total
segm. | cada da curva triangulo inserido inser.
lado )
A 0|31 | 0| 3 | A =§52 0 Ao
1134 | L] 34f [BE_A| 3 A, +300
3 43 3 3
2 34| L | 342l |32 A |34 A, +300 345
3 3 4 ' 34 - 34 32 34
2
3 |34° % 3.43% ﬁ_f_:ﬁ 3.4 AO+3A—;+3.4A—;>+3.42A—60
3 3 4 3 3° 3 3 3
l 4 2 A A A A
4 | 34| — | 34— E.KT:A_; 3.4% | Aj+372 43470134870 13470
3 3 4 3 3 3 3 3 3
? “‘2....5“{,\. n-1
3 / 4\ |3 A ’ 1&(4
S| n | 34" — 3.(—] 0| 2= ——=20134" Al l+= —
, o 3" 3 473" 3 (320

Veja a coluna que nos fornece a area de cada triangulo inserido. Temos aqui

. (A
uma sequéncia | -, ~an T

j que € uma PG decrescente, com o termo

L _A, | L,
inicial aq =% razao q =3 e o termo geral tende para zero, jaque 0 < q < 1.

Na ultima coluna, a da soma total da area, partimos da mesma area inicial Ay.

Como é uma soma de areas, vamos agregando cada area gerada pelos novos

tridngulos inseridos, multiplicados pelo numero de tridngulos que surgem em cada

nivel. A seguinte equacéao é entéo estabelecida :

A A
A, 33—2" T

Isolando o Ag, vém

+3.4—"434°

A A A
3—60+ 3.4° 3—;+...+ 3.4 2L

32!’1
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Assim, encontramos o somatoério da area total do floco de neve no nivel n:

. n-1
A{Hg;(gj }
Note que o somatdrio resultante: (1)
o (g )
2(5)
corresponde ao somatorio infinito de uma progressao geométrica (PG) de razéo

4 . o . L.
q=—, cujo primeiro termo é a, =1. Sabemos que, quando 0 < q < 1, o somatdrio da
9

PG converge para il . Deste modo :

(1-aq)

s=2
5

Substituindo em (1), temos que a area total da curva de Koch tende para

A Y11 9) 25,
4 35 5
Comparando a area do tridngulo inicial com a area do floco de neve,

n N 8 . ~
percebemos que o tridngulo inicial representa 3 da area do fractal em questao.

Na proxima segao, veremos o fractal tridngulo de Sierpinski, que é um fractal
obtido através de remocdo de triangulos e tem como diferencial sua beleza

indiscutivel.

2.3. Triangulo de Sierpinski

Waclaw Sierpinski (1882-1969) (figura 4), matematico polonés, lecionou em
Lvov e Wariaw. Publicou 724 artigos e 50 livros e teve grande reputagao,
principalmente na década de 1920-1930, a ponto de uma das crateras lunares ter o
seu nome. Suas areas de pesquisa predominantes foram a Teoria dos Numeros e a

Teoria dos Conjuntos, [8].
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Figura 4: Waclaw Sierpinski

Entre suas obras mais famosas, destacam-se em 1916 “Comptes Rendus de

I’Academie des Sciences de Paris”, e em 1928 “Lecons sur les nombres transfini”’,

[1].

Construgao do Triangulo de Sierpinski por remoc¢ao de tridangulos

Para a construgdo do triangulo de Sierpinski existem diferentes processos.
Podemos citar alguns, como por sorteio de pontos, através de quadrados, ou através
do tridngulo numérico. Algumas destas construgdes poderao ser encontradas em [2].
A mais comum, e que ira interessar o presente estudo, € a construgao por remogao
de triangulos, utilizando um tridngulo equilatero como figura inicial.

Perceba que novamente o tridngulo equilatero sera nosso ponto de partida. O
motivo de sua utilizagdo, ja exposto anteriormente, da-se pela conveniéncia e por
questdes estéticas, além de uma melhor visualizagdo da figura em si. Este fato nédo
impede que o mesmo seja construido utilizando qualquer outro tipo de triangulo.

O processo de construgdo do tridngulo de Sierpinski por remogao de
tridngulos segue estes passos:

. Partimos de uma superficie delimitada por um tridngulo equilatero
totalmente preenchido no plano, sobre o qual aplicamos sistemas
repetitivos de operacgdes.

« marcamos os pontos meédios de cada um dos trés segmentos que
delimitam o tridangulo obtendo-se um novo triangulo central de vértices nos
pontos médios do triangulo maior;

. ligamos esses trés pontos médios e obtemos quatro tridngulos
congruentes, cujo lado é a metade do lado do tridngulo original e a area é
Ya da area deste triangulo;

« retiramos o tridngulo central, ficando 3 novos triangulos equilateros;
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« repetimos indefinidamente os trés ultimos passos com os tridngulos
restantes, deixando sempre os tridngulos centrais surgirem nos pequenos
grupos como se fossem buracos.

A figura 5 que segue, apresenta os niveis da construcdo do tridngulo de

Sierpinski até a sua generalizagao no nivel n.

A Y @5\
A‘:AA “ .}‘ :
A }:uAuA‘:“ @

£9% % o A é}
FYVVVV VY SV YYVVA AnArdhd
Nivel 3 Nivel 4 Mivel n

Figura 5: Construgéo do tridngulo de Sierpinski por remocgao.

Caracteristicas Fractais

O tridangulo de Sierpinski apresenta todas as caracteristicas fractais
mencionadas na sec¢ao 2.1:

« estrutura fina;

. auto-similaridade estrita;

. simplicidade na lei de formacgao;

« 0 processo de construgao e repetitivo;

. o fractal ndo é descrito de modo analiticamente simples.

Aplicagoes do tridngulo de Sierpinski em PG

Denotaremos por Ay, com estudo detalhado em [5], a area do tridngulo
equilatero inicial e ¢ o tamanho do lado.
Definidos nossos elementos, iniciamos a construgdo propriamente dita do

triangulo de Sierpinski.
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Seja o nivel inicial 0, onde temos apenas um tridangulo de area Ay, de lado ¢
e perimetro 3 /. Vamos aplicar sucessivamente o algoritmo de construgéo da curva,
conforme descri¢cao anterior.

No nivel 1, obtemos 4 tridngulos e retiramos o central. Cada lado do tridngulo

. , s 4 ,
tera seu comprimento reduzido a metade, ou seja, 5 O perimetro de cada nova

figura gerada também sera reduzido a metade, assim, temos 3—;

Analisando o perimetro total, podemos verificar que ele &€ formado pelo
perimetro de cada triangulo multiplicado pelos trés novos triangulos formados. Ja a
area de cada um dos trés novos triangulos é reduzida a sua quarta parte, visto que,
o triangulo maior foi dividido em quatro tridngulos equilateros congruentes, e
retiramos o tridngulo central.

Note que a area total é a area de cada triangulo multiplicada pelo numero de
n . . A,
tridngulos existentes, desta forma, esta area passa a ser 3—>.

A medida que evoluimos nos niveis da construcéo do tridngulo de Sierpinski,
podemos usar uma tabela para uma melhor visualizagdo do processo, aplicando em
cada nivel, a construcao vista anteriormente.

A Tabela 3 foi desenvolvida a partir do nivel 0. A primeira e segunda colunas
indicam os nivel e as respectivas figuras resultantes do processo.

A terceira coluna nos fornece o numero de triangulos gerados. Ja a quarta
coluna nos fornece o comprimento do lado de cada um destes novos tridngulos.
Ressaltamos que, a medida que aplicamos o algoritmo de construgao, o lado destes
novos tridngulos sempre sera reduzido a metade do lado do tridngulo anterior.

A coluna perimetro de cada triangulo, é resultado do produto dos trés lados
de cada novo triangulo pelo comprimento do lado na sua etapa n. Ja o perimetro
total é obtido pelo resultado do produto da coluna do perimetro de cada triangulo,
pela coluna do numero de tridngulos formados em cada nivel.

Na coluna area de cada triangulo, temos a area inicial Ao dividida pelos novos
tridangulos gerados. Finalmente, a coluna da area total € resultado do produto da

area de cada triangulo pelo numero de novos triangulos gerados em cada nivel.
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Tabela 3: Curva tridngulo de Sierpinski

Nimerode | Com Perimelro | b imetro Area de )
Nivel | triangulos | do Iagb de cada total cada Area total
° triangulo triangulo
A 0 1 ¢ 3 3¢ AO Ao
Al [Tl
2 2 4 4
2 3 L 2t 323t A 2 A
22 2 2 42 42
A y N . .
A‘{A ‘}AA 3 3’ L 3 3= o 3350
AAAAAAAA 23 2 2 4 4
A A
v U - B e
AbbHL 2 2 2 4
f 3€ n A n
n 3n " - é 3/ r? i AO
2 2 2 4 4

Analisando a construcdo do tridngulo de Sierpinski, encontramos varias
Progressbes Geométricas que podem ser usadas como motivadoras em sala de
aula.

Veja a area Ao inicial. No préximo nivel ela é dividida por 4, assim

Ao ﬁ Ao Ao Ao

sucessivamente obtemos: | —,—,—~,—,...,
4 4 4 4 4"

j, que é uma PG decrescente,

A 1
com aIZTOe q= 7 Como 0 < q <1, otermo geral tende a zero.

O perimetro total, parte do nivel inicial 3/, e ao avangarmos nas iteracoes

surge a sequéncia: [3%,322—5,332—5,...(% 3£,...J que é uma PG crescente, com

2

a1:3%e ng , € cujo termo geral tende a infinito, pois q > 1.
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O numero de tridngulos forma uma PG crescente com a;=3, g=3 e o termo
geral tende para o infinito. E, finalmente, o comprimento do lado e o perimetro de

cada triangulo, sdo PGs decrescentes com alzﬁ, q:l e 31:%, q:l,
2 2 2 3
respectivamente, e ambos os termos gerais tentem a zero.

O triangulo de Sierpinski, como os outros fractais, além de chamar a atencao
por sua beleza, consiste em uma ferramenta pratica e atrativa para motivar a
aplicagdo das progressdes geométricas em sala de aula. Podemos explorar os
conceitos de sequéncias crescentes, decrescentes, finitas e infinitas, e também
trabalhar com figuras geométricas planas, interagindo a geometria no auxilio da

tematica das progressdes.
2.4 Curva de Cantor

"O melhor produto de um génio matematico e uma das realizagbes supremas da
atividade humana puramente intelectual”.

(Hilbet)

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor (1845-1918) (Figura 6), matematico
descendente de portugueses, nascido na Russia, adotou nacionalidade alema. Foi
professor da Universidade de Hale, e em 1867 completou seu doutorado, na
Universidade de Berlim. Dedicou a maior parte dos seus estudos ao que atualmente

conhecemos como Teoria dos Conjuntos, amplamente difundida e aplicada até hoje,

[8].

w

=
o]
|

Figura 6: Georg F.L.P. Cantor

Cantor, em 1883, publicou um trabalho no qual é construido um conjunto,
chamado hoje “Conjunto de Cantor” ou “Poeira de Cantor” que iremos estudar nesta

secao.
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Obtencao da curva de Cantor

A construcao da curva de Cantor pode ser obtida por construgdo numérica ou

construcdo geométrica [1]. Sendo a construgdo numérica um tanto complexa,

deixamos o seu estudo a cargo do leitor, caso haja interesse. Detalhes sobre a curva

de Cantor através da construgdo numérica podera ser encontrada em [1]. A maneira

mais pratica, e que ira interessar o presente trabalho, € a construgdo geométrica.

Para construirmos o Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor, utilizamos o

seguinte algoritmo:

Iniciamos com um segmento de reta.

Este segmento € entdo dividido em trés segmentos de igual medida e
retiramos o tergo médio (segmento central).

Em cada nivel os segmentos que surgem sao divididos novamente em trés
segmentos de igual medida e retiramos o segmento central.

Repetimos, indefinidamente, este processo em cada um dos novos

segmentos.

A figura 7 representa a curva de Cantor, ou poeira de Cantor.

Figura 7: Curva de Cantor.

Caracteristicas Fractais

Estas sdo as principais caracteristicas apresentadas pela Curva de Cantor:

Auto semelhanca: € possivel encontrar em cada nivel da curva de Cantor
duas copias da figura no nivel anterior, em tamanho reduzido, sendo que,
para cada uma dessas duas partes ocorre 0 mesmo.

Simplicidade na lei de formacdo: o processo de obtencdo da curva é
simples com apenas dois passos repetidos indefinidamente.

Dificil descricdo matematica: apesar da facilidade da construgdo, nao
existe uma funcao analitica simples que descreva a curva de Cantor.

0 processo de construcao é repetitivo.



26

Aplicagoes da curva de Cantor em PG

Considere que o segmento inicial no algoritmo da curva de Cantor tenha
comprimento /¢ , no nivel inicial 0.

No nivel seguinte, ao aplicarmos o algoritmo de construgdo, obtemos 2

segmentos de tamanho reduzido a % ou § O comprimento total da curva, passa a

ser %f, pois este € o resultado do produto do numero de segmentos pelo

comprimento dos mesmos. O processo de construcdo pode ser aplicado
indefinidamente ou até o nivel que se queira.

Além de outras aplicagbes, as curvas sdo, como ja mencionado, um 6timo
estimulo para a construgao de tabelas. Iremos mais uma vez, representar através de
uma tabela a evolugéo da curva, para verificarmos cada detalhe do processo.

Observe que as duas primeiras colunas da Tabela 4 nos fornecem as figuras
geradas em cada um dos seus respectivos niveis. Perceba que o numero de
segmentos nos mostra quantos novos segmentos sao gerados a cada iteragao.

A coluna comprimento do segmento, tras o segmento inicial £ reduzido a sua
terca parte. Finalmente, a coluna do comprimento do conjunto, nos fornece o
resultado do produto do numero de segmentos pelo comprimento de cada novo

segmento.

Tabela 4: Curva de Cantor

. o Comprimento | Comprimento
Nivel N® de segmentos do segmento | do conjunto
0 1 l l
l 2
1 2 — —0
3 3
l 22
2
/ 23
3
I - e 3 2 3 3—36
1 24
4

Continua...
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Tabela 4: Curva de Cantor (...continuagao).

Veja que o comportamento do numero de segmentos, resulta em uma PG
crescente com a=2 e gq=2. Ela inicia com 1 segmento e cresce exponencialmente:
(2,22 2%...,2", ...), com o termo geral tendendo para o infinito.

Ja o comprimento de cada segmento e o comprimento total da curva sdo PGs

, / 1 2
decrescentes, com os termos gerais tendendo a zero, com alz? q =3 e alzgf,

2 .
q =§, respectivamente.

Veremos na proxima secado as arvores bifurcadas, que trazem como

diferencial, além de todas as aplicagdes ja vistas, Progressdes Aritméticas.

2.5 Arvores bifurcadas

Como até o momento s6 haviamos discutido progressdes geomeétricas, nosso
estudo torna-se mais diversificado a partir desta curva, pois estaremos trabalhando
também com progressdes aritméticas.

As arvores mais conhecidas sao as arvores pitagoricas, cuja figura inicial é
um triangulo retangulo. Estas arvores ndo serdo apresentadas nesta monografia e
deixaremos a cargo do leitor o seu estudo em [1], caso haja interesse.

Veremos as arvores bifurcadas que possuem algumas variantes no angulo de
bifurcacdo e na escala de reducido [1]. Nosso foco estara voltado a arvore com

angulo de bifurcacdo de 120" e escala de reducdo % por ser bastante didatica e

melhor servir ao nosso proposito.

As arvores bifurcadas, além de proporcionarem todas as aplicagdes atribuidas
anteriormente as outras curvas, também sao um excelente tépico para trabalharmos
com malha triangulada. A malha sera apresentada no Capitulo 3, sobre construgdes

de fractais utilizando a ferramenta Cabri-Geométre.
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Obtenc¢ao da curva

Para obtermos uma arvore bifurcada procedemos da seguinte forma:

Iniciamos a curva com um segmento vertical de tamanho 7.
, L . 1
Aplicamos sobre este segmento inicial um fator de redugao 5

Inserimos dois segmentos de forma bifurcada junto a extremidade superior
do segmento inicial, com angulo de bifurcagao de 120" e com o tamanho
obtido na reducao do nivel anterior.

Repetimos, indefinidamente, este processo em cada um dos novos

segmentos.

A figura 8 mostra uma arvore com dois diferentes angulos de bifurcacéo.

Figura 8: Arvore bifurcada.

Caracteristicas fractais

As arvores bifurcadas apresentam, entre outras, estas caracteristicas:

Estrutura fina, ou seja, seu detalhamento € infinito.

Nao pode ser descrita de maneira simples por uma funcéo analitica ou em
linguagem geomeétrica tradicional.

Possui auto-similaridade estrita ou auto-afinidade, que consiste em se
poder obter réplicas menores da figura através de sua divisao.

Tem uma lei de formacgao simples.
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Aplicagoes das arvores em PA e PG

Para construirmos a curva arvores bifurcadas, também partimos de um
elemento inicial, neste caso, um segmento vertical de comprimento /. Aplicamos o
algoritmo de construgéo e assim, no nivel 1, obtemos dois novos segmentos, com a
metade do comprimento do segmento inicial e que somados ao primeiro, totalizarao

3 segmentos. O comprimento total da curva, sera de2/.

, . ~ 1
No nivel 2, aplicamos novamente o fator de redugao 5 obtendo novos

: 1 . C s
segmentos, agora medindo YR O numero total de segmentos neste nivel € 7, e o

comprimento total da curva é 3/. Deste modo, em uma mesma curva observamos o
surgimento de Progressdes Geométricas e Aritméticas.

Como em todas as curvas, podemos obter uma tabela para melhor visualizar
0 seu comportamento, aplicar as progressdes e, a0 mesmo tempo, estimular os
alunos na proépria construgao da tabela.

Nas primeira e segunda colunas da Tabela 5, estabelecemos para cada nova
figura o seu respectivo nivel. A terceira coluna nos fornece o numero de novos
segmentos que surgem a cada iteragdo. A coluna numero total de segmentos é a
sucessiva adicdo dos novos segmentos gerados em cada nivel.

O comprimento de cada segmento, na quinta coluna, resulta da aplicagdo do

~ 1 , , -
fator de redugao — sobre o segmento anterior. E, finalmente, a sexta e ultima

2
coluna nos fornece o comprimento total da curva, que € a soma dos comprimentos

de todos os segmentos.

Tabela 5: Arvores bifurcadas.

. Numero de Numero total de Comprimento Comprimento total
Nivel novos de cada novo
segmentos da curva
segmentos segmento
0 - 1 1 !

Continua...
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Tabela 5: Arvores bifurcadas (...continuag&o).

1 2 1+2 L 142 =y
2 2
g 2
2 2 1+2+2° 7 20+ % =3/
g 3
3 2° 1+2+2%+2° — 3042 g
2 2’
g 4
4 2* 1+2%42%+2° — 40+ 2—f =5¢
2 2
N 2" 1+2+2%42%+ 42" ;n (n+1)¢

Note que na coluna “numero de novos segmentos”, partindo de 2 segmentos
no nivel 1, obtemos a sequéncia (2, 2%, 2%, 2* ..., 2", ... ). Uma PG crescente, com
a1=2 e gq=2 e o termo geral tendendo ao infinito. Do comprimento de cada segmento

que foi gerado de ¢, obtemos: (ﬁ £ ! ¢

vy e |- Uma PG decrescente, com
2272 2"
1 1
a, =— e q=—, com termo geral tendendo a zero.
2 2

Veja que o numero total de segmentos, partindo de 1 segmento inicial, &

acrescido dos novos segmentos gerados em cada nivel, assim, no nivel 1 temos 1 +
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2 segmentos, no nivel 2, 1 + 6 segmentos, no nivel 3, 1 + 14 segmentos e assim
sucessivamente.

Observe que, ao detalharmos cada um dos niveis, este niumero total de
segmentos esta crescendo através da soma de uma PG de razdo r = 2, com termo
inicial a; = 2 e termo geral a, = 2". Podemos substituir na formula (1.9) da soma da

PG, vista na secao 1.2, para melhor entendermos esta operagdo. Temos assim:

g _&-ad
n 1-q
2-2m
1-2
Sn=2n+l _2

Se o numero total de segmentos € dado por 1 mais a soma de uma PG,
entao:
Numero total de segmentos =1 + S,
substituindo S, , vem:
NUmero total de segmentos = 1 + 2"'-2
Numero total de segmentos = 2"-1,
que tende para o infinito pois q > 1.
Analisando agora o comprimento total da curva, verificamos o surgimento de
uma PA. Iniciamos com o comprimento total da curva de tamanho /. No nivel 1
encontramos 2/, no nivel 2, 3/, e assim sucessivamente até o nivel n, com (n+1) /.
Uma PA de razao r=/, termo inicial a;=/¢ e o termo geral tendendo ao infinito.
Na secao seguinte vamos trabalhar com uma curva muito interessante: a
curva de Peano. Uma curva que contém muitas outras particularidades, além

daquelas ja vistas até o momento.
2.6 Curva de Peano

Giuseppe Peano (Figura 9), lé6gico e matematico italiano, nasceu em 27 de
Agosto de 1858 em Cuneo, Itdlia. Formou-se em matematica na Universidade de
Turim (1880). Foi professor nesta mesma Universidade desde 1890 e na Real

Academia de Atrtilleria, entre 1886 e 1901. Nesta época inventou uma curva que
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preenche uma area plana (curva de Peano), cuja existéncia se supunha impossivel,

e que muito dinamizou a teoria dos conjuntos [8],[14].

Figura 9: Giuseppe Peano

Algoritmo da construgao da Curva de Peano

A curva de Peano pode ser obtida através das etapas que seguem:

. Iniciamos a construgao com um segmento de reta.

. Dividimos este segmento em trés partes iguais.

« Construimos um retangulo bissectado pelo terco médio, formando dois
quadrados, um no semiplano superior e outro no semiplano inferior, com o
lado igual ao terco médio do trago que lhe deu origem. Teremos assim,
uma curva de nove segmentos, em escala de 1/3.

« Substituimos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos,
usando os passos 1 e 2 indefinidamente.

Observando a evolugdo da curva (levando a construgdo anterior até uma
infinidade de iteragdes), deduz-se que esta superficie sera um losango
completamente preenchido.

A figura 10 mostra as etapas da construgéo da curva de Peano. Neste caso,

podemos visualizar apenas o semiplano superior.

T

—-= | —=

Figura 10: Etapas da construgao do semiplano superior da Curva de Peano.



33

A Curva de Peano, além de todas as outras particularidades ja vistas
anteriormente, nos fornece uma PA caracteristica e se destaca pelo fato de que até
o presente trabalho ainda nao existiam publicagdes semelhantes. Assim, temos um

conteudo inédito e extremamente interessante a ser explorado.

Caracteristicas Fractais

Esta curva possui as principais caracteristicas dos Fractais:

« Auto-semelhanca: A curva de Peano no nivel 1 possui nove segmentos,
como as substituicbes sao efetuadas em cada um desses, podemos
encontrar miniaturas da curva no nivel 1 em nove partes do nivel 2. Do
mesmo modo poderemos encontrar nove miniaturas do nivel 2 no nivel 3,
€ assim sucessivamente;

« Estrutura-fina: ao ampliarmos a curva, ndo importando qual o fator de
ampliacéo, ndo perderemos a quantidade de detalhes que ela possui;

« Facil construgao: o processo de obtengao da curva é simples com apenas
um passo repetido indefinidamente;

. Dificil descricao analitica: ndo conseguimos descrever esta curva através

de simples funcgdes analiticas.

Aplicagoes da curva de Peano em PA e PG

Deixamos propositadamente a curva de Peano como ultimo fractal a ser
estudado, devido a particularidades como a deducdo de uma férmula ainda nao
publicada em outra literatura e também pela sua maior complexidade. Basicamente,
o algoritmo n&o foge a regra aos demais fractais. E bastante simples, mas o seu
desenvolvimento, talvez como capitulo introdutério poderia levar o leitor ao
desinteresse, visto que, em comparacdo aos demais fractais, extrapola um pouco
pela diversidade de argumentos. Enfatizamos ainda, o que objetivo deste trabalho é
motivar o ensino de progressées com o uso de fractais de maneira pratica e
simplificada.

Ao estudarmos a curva de Peano, primeiramente precisamos definir cada item

que ira surgir no processo de construgao.
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No nivel 1 ja encontramos todos os elementos integrantes da curva, sendo
eles:
¢ = comprimento do segmento

¢?> = area do quadrado

kn = numero de linhas ou “degraus” que constituirdo o losango
ax = termo geral

Sk = soma de quadrados

Considere um segmento de comprimento ¢ para o nivel inicial 0. Seguimos
para o nivel 1. Aplicamos o algoritmo de construgéo visto anteriormente, formando

dois quadrados, um no nivel superior, outro no nivel inferior. Temos agora 9

segmentos de tamanho g

O comprimento da curva foi multiplicado pelos 9 novos segmentos e pelo

comprimento do segmento g , estando agora com 3/. A area de cada um dos

2
quadrados é definida por Gj , visto que o lado de cada quadrado foi dividido por 3.

O kn € 1 pois temos apenas uma nova linha (degrau). O termo geral ax e a
soma dos quadrados em cada nivel, superior e inferior também ¢é 1, porque
iniciamos com apenas um quadrado. A area total € o resultado do produto do

numero de quadrados formados nos niveis inferior e superior, pela area de cada
E 2
quadrado, assim a area total é 2(;] .

Aplicamos novamente o algoritmo de construcdo da curva de Peano, e

definimos assim, o nivel 2. Temos agora 9% segmentos e cada um deles, de tamanho

312. Como o comprimento total da curva é o produto do nimero de segmentos pelo
seu comprimento, obtemos agora 3°/.
2
A area de cada quadrado é (3%) . Temos agora 4 linhas (degraus), em cada

semiplano e o termo geral, ou a4 = 7, pois obtemos na linha horizontal, fronteira aos

dois semiplanos, 7 novos quadrados.
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A soma de quadrados, que € o numero total de quadrados formados em cada
semiplano é S, = 4%. O numero total de quadrados em ambos os semiplanos é o
dobro da soma de quadrados, ou seja 2.4% . Finalmente, a area total, que é

resultante do produto do numero de quadrados dos dois semiplanos pela area de
f 2
cada quadrado, e que € de 32(3—2j .

Ao darmos continuidade na construgao da curva, podemos perceber a beleza
deste trabalho. Entendemos que esta curva possui um grau de dificuldade um pouco
maior que as anteriores, por este motivo daremos maior atengédo ao assunto.

Iremos agora analisar cada nivel dessa curva construindo novamente uma
tabela (Tabela 6), que nos mostrara todos os detalhes do seu comportamento, a
medida que evolui indefinidamente até o nivel n.

Para um perfeito entendimento da curva, vamos detalhar alguns dos itens

desenvolvidos. O numero de linhas (degraus) k, vem ilustrado através da figura 11.

K1 Ka

B ow oM =

K1z

——

| 12
1

I 1/ n

Figura 11: Numero de linhas (degraus) de cada semiplano.

Admitindo que k, seja o numero de linhas (degraus) de cada semiplano,
temos entéo:
ki=3.0+1=1
ky=31+1=4
ki3=34+1=13

Dados extraidos da

tabela

Generalizando, chegamos a férmula:

kn = 3.kn-1 + 1




Tabela 6: Curva de Peano.

N° total
Ni N° Comp ; N° linhas Soma quadrados nos | ;
ivel segm | segm Comp. curva | Area (degraus) k, Termo geral a quadrado dois Area total
s S semiplanos
0 1 ! ! - - - - - -
f 9 2 2
19| £ | 2ioa [fj ki=1 ar=1 S4=1 2 2@)
3 3 3 3
2
2 ¢ 9° 2 (éj _ _ _42 2_ ey
_____ 2 9 3 3—2£ =3 3 Ks=4 as=7 S4=4 2.4°=32 32 37
E 93 g 2 f 2
3 _ _ _472 2_
3 9 3 3—3£ =3’/ (3—3j ki3=13 a13=25 S13=13“| 2.13°=338 338(3—3j
2
4 2 l
4 |9 | z—4e 3% (34] keo=40 a0=T9 | S4=407| 2.40°=1600 3200(3_4]
2k? ond
n o L y ﬁ k, =3k, +1 a, =a,+(3k,,)2 S —K2 n o1 2,
3" gn k=0 k, =3k, +1 on "
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O kn € o triplo do k anterior mais um. Explica-se: como cada linha foi dividida em trés
partes iguais, temos que cada k, corresponde ao k anterior multiplicado por trés e
acrescido de um, sendo que este um, € a linha (ou o quadrado) que surge nas duas
extremidades dos semiplanos.

O termo geral ak por sua vez, corresponde ao numero de quadrados formados
em cada linha. Apesar de apresentarmos como PA, apenas o numero de quadrados
formados nas linhas fronteiras aos dois semiplanos, ele pode ser calculado em
qualquer linha de todos os niveis da curva.

Veja que nos primeiros niveis, ndo ha necessidade do uso de férmula para
calcularmos o ag, podemos simplesmente contar os quadrados, mas em niveis mais
avangados, a visualizagdo e a contagem tornam-se impraticaveis, caracteristica

presente em todos os fractais.

Nivel 1 Nivel 2

1

Nivel 3

1

13

21
23] |
5 | |

Figura 12: Termo geral e soma de quadrados.

O termo geral ax é encontrado pela féormula do termo geral da PA, (1.1), vista
na secao 1.2:

an=ai+(n-"1)r

onde: ai =1 r=2
aa=1+(@4-1)2=7
Dados extraidos da | @13 =1+ (13-1)2=25

tabela \ apn=1+(40-1)2=79

ak=ai+ (kn—1)2

\

Seja k, = 3.kn.1 + 1, temos entéo, a formula do termo geral:




38

ak=aq + (3.kn_1 +1-— 1)2

ag=aq + (3.kn_1 )2

A soma do numero total de quadrados S¢ de cada nivel, também pode ser
contada apenas observando a curva, mas da mesma forma que o ay, torna-se
impraticavel em niveis mais avangados, por isso é necessario o uso de formula.

O numero total de quadrados de cada nivel € encontrado pela férmula da

soma de PA, (1.4), vista na se¢ao 1.2.

S — (al +an )n
A 2
onde: a1 =1
81 =a1 = 1
;
s, - WTH 5 p
Dados extraidos da (1+25)13
tabela < 813 =, =le9=13
S, = (+79K0 _ 600 = 402
\
Generalizando:
S — (al +ak)kn
“ 2

Substituindo ay, temos:

Mas a1 = 1, entdo:
S, =(1+3k,_ )k,
Como k, = 3kn.1 + 1, @assim
S, =k, k,
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Uma observagao interessante nesta soma € que ela resulta em uma poténcia,
e € um dos motivos que torna a Curva de Peano tdo especial, pois podemos
visualizar esta magia dos numeros ao desenvolvermos o algoritmo.

A titulo de curiosidade, vamos calcular alguns valores de uma PA tomando

como exemplo a Curva de Peano no nivel 3.

1 1 Semiplano
3 i Superior
] 3
7 4 Cada linha do
9 5 semiplano
11 6 corresponde
13 ¥ a um "degrau”
15 8 do losanga.
17 9 Este exemplo
19 10 representa
21 1 o nivel 3 da
23 12 Curva de Peano
25] | 13

Figura 13: Curva de Peano nivel 3.

Considere que em cada linha do semiplano (tanto no superior quanto no
inferior), encontramos o nivel “n” e o0 a, correspondente.
Com a curva podemos encontrar a PA de razédor = 2 e a; = 1 em todos os

seus 13 “degraus”. Por exemplo:

Para n = 10 teremos Paran=6
an=ar+(n—-1)r as=1+(6-1)2
apn=1+(10-1)2 as =11
ain=19

Nao é fantastico ! Como ndo motivar os alunos com um exemplo tao “visual”

quanto este ?



3 CONSTRUGAO DE FRACTAIS UTILIZANDO O CABRI-GEOMETRE

O Cabri-Géométre I, idealizado por Baulac, Bellemain & Laborde (1994) se
dispbe a realizar construgdes classicas da geometria tradicional. A palavra “cabri” é
a abreviacao da expressao francesa para Cahier de Brouillon Interactif, ou Caderno
de Rascunho Interativo, nome que define bem seus objetos fundamentais.

O Cabri-Géométre Il € um ambiente essencialmente interativo, e baseia-se
na manipulagéo direta dos objetos, ndo dispondo de um texto ou rotina que defina as
acoes realizadas. Mesmo com a utilizagdo das macro-construgdes, que em termos
praticos viabiliza a construgdo de fractais, nao diminui muito o esforco a ser
desprendido devido aos processos iterativos com repeticdes sucessivas de
construgbes geométricas complexas. Apesar de n&o possuir uma ferramenta para
uso da recursividade, resultando em uma construgdo longa e bracgal, esta
caracteristica torna-se interessante uma vez que o usuario acaba sendo obrigado a
derramar mais “suor” para a sua construgao, para tanto requer uma maior atencao e
dedicacdo na construcdo de fractais. Neste sentido acabam apresentando-se de
forma mais explicita e transparente, se comparado com as construgcbes pré-
programadas dos outros ambientes.

Para uma utilizacéo satisfatoria do Cabri-Géométre, € necessario um minimo
de entendimento de suas ferramentas bem como um conhecimento basico de
geometria.

O conteudo acima foi parcialmente extraido de [3].

3.1 Construgao da Curva de Koch

Para o cabri tornar-se uma ferramenta que realmente valha a pena ser
utilizada para auxiliar na construcdo de fractais, devemos obter macro-construgdes
que viabilizem o processo. Do contrario, o trabalho torna-se exaustivo e o tempo
desprendido foge a nossa realidade escolar, além de tornar-se pouco atrativo.

Iniciamos a macro-construgéo da curva de Koch com um ponto e geramos o
seu simétrico com a ferramenta simetria central. Repetimos este passo para o ponto
simétrico gerado, e em seguida, com a ferramenta segmento, unimos os pontos das

extremidades com os pontos centrais, como mostra a figura 14:
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%quuivo Editar Opgies  Janela  Ajuda

JL3 N5 1 5 I 5 S 2

Objetos Iniciais
Objetos Finais
Definir Macro

| Mova construgio

A
L

/\

Figura 14: Macro-constru¢ao da curva de Koch.

Construimos duas circunferéncias com os centros partindo de cada ponto
interior dos segmentos. Inserimos um ponto na intersegdo superior das
circunferéncias e um segmento unindo cada um dos segmentos da base, com a
intersecdo das circunferéncias. Usamos a ferramenta esconder-mostrar nas duas
circunferéncias e a seguir, escolnemos nossos objetos iniciais e finais: um dos
segmentos como inicial e os outros trés como objetos finais e definimos a macro-
construgao.

Podemos construir outros niveis da curva de Koch utilizando esta macro

apenas dividindo o segmento do proximo nivel em trés partes iguais.

@ fiquivo Ediler Opgfes  Janela  Ajuda 8 fquive Editar Opgfies  Jarela  Ajuda

IEGEErEEEE DREEPEEREERE

Figura 15: Curva de Coch niveis 2 e 3.

3.2 Construgao do Tridngulo de Sierpinski

Das diversas formas de construgdo do tridngulo de Sierpinski, iremos
apresentar uma extremamente simples e de facil compreensao, descrita a seguir.

Para iniciarmos a macro-construgdo, utilizamos a ferramenta circunferéncia,
construindo duas circunferéncias intersectadas. Inserimos um ponto na intersecao

superior das mesmas e em seguida construimos um tridngulo com a ferramenta
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prépria. Unimos os pontos centrais da circunferéncia com o ponto de intersecao, os
quais formarao os seus vértices.

Em cada um dos lados do triangulo inserimos um ponto médio, e sobre estes,
um novo tridngulo invertido, que € o triangulo central. Colorimos ambos os triangulos
com cores diferentes e, com a ferramenta esconder-mostrar, escondemos as
circunferéncias.

A macro sera definida escolhendo o triangulo externo como objeto inicial e o

interno como objeto final. A figura 16 mostra detalhadamente os passos descritos:

s L e s e £ Arquive  Edtar DOpcles  Jansla  Ajuda

CEPEERCEEEr
NEAEEREEEET
Objetos Iniciais

Objetos Finais
| Definir Macro

Figura 16: Macro-construcao do tridngulo de Sierpinski.

Apds definida a macro, para cada nivel posterior, inserimos um triangulo

dentro de cada triangulo externo e nestes utilizamos a macro-construgao.

%gruuivu Editar Opgies  Janela  Ajuda %quuivo Editar Opgdes  Janela  Ajuda

0N S o N T S S SAIG] ] e A

A

Figura 17: Triangulo de Sierpinski niveis 2 e 3.

3.3 Construcao da malha triangulada

A malha triangulada é encontrada no livro do professor, em livros didaticos do
ensino fundamental. Ela constitui um acessério muito util para a construcdo do

fractal “arvore bifurcada” apresentada na sec¢ao 2.5, arvores bifurcadas.
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A malha triangulada pode ser utilizada no proprio cabri ou ser impressa para
-

A partir de um quadrado exterior, tragamos uma reta paralela aos seus lados
Em ambos os lados do hexagono, paralelos a reta, encontramos os pontos

Mostraremos uma construgdo relativamente elaborada

O€es € nes

médios. A partir destes pontos médios, inserimos pontos simétricos em ambas as

passos utilizados. Cabe aqui esclarecer que o leitor podera construi-la de outra
e centralizada na posigao vertical da figura. Marcamos o ponto m

nele construimos uma figura hexagonal de tamanho variavel.

paralelas aos outros lados do hexagono até preencher todo o quadrado.

utilizagcdo em sala de aula como atividade pratica.

maneira, caso lhe convier.
figura hexagonal

direg

Figura 18: Construgdo da malha triangulada no Cabri.
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3.4 Construcgao do fractal Circuntexto

O fractal circuntexto ndo € encontrado neste trabalho, de forma que, se o
leitor sentir-se motivado a obter maiores detalhes, podera estuda-lo em [2].

Construiremos este fractal a titulo de curiosidade, para mostrar que podemos
encontrar progressdes também em fractais circulares. Além disso, a sua beleza
constitui um grande estimulo para a utilizagado do Cabri-Geométre.

Este fractal & construido a partir de uma circunferéncia inicial, assim sendo, a
primeira ferramenta utilizada no cabri, € a circunferéncia. Nela introduzimos um
segmento de tamanho pré-definido, que € o raio propriamente dito (R,)

O préximo passo € calcular através do raio inicial (R,), dado, o raio do

proximo nivel. Calculamos através da relagao L k=04641016. Teremos entdo
S

que, as circunferéncias no nivel 1 a serem inscritas, tém por medida de raio:
r=0,4641016x6 =2,78cm .

No cabri-géométre, inserimos um segmento sobre o raio anterior com esta
medida e construimos através de um poligono regular, um tridngulo equilatero. O
centro do tridngulo coincide com o centro da circunferéncia maior, e a distancia do
vértice superior até a circunferéncia inicial é o raio das circunferéncias do préximo
nivel.

Construimos entédo, as trés circunferéncias com o centro nos vértices do
tridngulo equilatero. As circunferéncias sao tangentes internamente a circunferéncia
maior e tangentes entre si.

Para definirmos a macro-construgdo, usamos como objetos iniciais a
circunferéncia exterior juntamente com o raio do proximo nivel, e como objetos

finais as outras trés circunferéncias interiores.

(F fguivo Edter Opcier  Janels  Ajds £ Arquive Editar Dpcfies  Janela  Ajuda

IEEEREEERE) JElol MM =] Al

2.20 cm

4.74 cm

Figura 19: Macro-construgao do circuntexto. Continua...
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2.20 cm

Figura 19: Macro-construgéo do circuntexto.(...continuagao)

Em cada nivel seguinte basta inserirmos a macro clicando simultaneamente
Nno nNovo raio e na circunferéncia imediatamente exterior.

A figura 21 mostra o fractal circuntexto no nivel 4.

Figura 20: Fractal circuntexto nivel 4.



4 CONCLUSAO

Iniciamos este trabalho com o objetivo de motivar as aulas de progressoes
geométricas e algébricas, tornando-as mais dindmicas e atrativas, entremeando a
geometria fractal com a algebra numa brincadeira pratica e agradavel.

Esperamos que nossos objetivos tenham sido alcangados, mostrando que é
possivel motivar o uso da PA e PG aliando seus conceitos algébricos com o estudo
da geometria fractal.

Desejamos a todos aqueles que se aventurarem pelo mundo das progressoes
motivadas pelos fractais, que possam encontrar aqui uma fonte de inspiracdo para
seus estudos, ampliando e divulgando cada vez mais o uso dos fractais em sala de
aula. E, esperamos também, estar contribuindo com uma pequena parcela a todos
aqueles que tiverem a curiosidade de conhecer um pouco mais sobre este tema

particularmente especial.
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