Universidade Federal do Parana

Matematica

Iniciagao Cientifica

FRACTAIS: PROPRIEDADES E CONSTRUCAO

Estudantes :

Orientadores :

Caroline Murr

Féabio Luiz de Melo
Josué Ervin Musial
Roberta Paye Bara
Rosenilda de Souza

Suzana do Prado

Celso Penteado Serra
Elizabeth Wegner Karas
Ricardo Biloti

Curitiba
2005



Apresentacao

Em marco de 2003, seis alunos que estavam iniciando o segundo ano do curso de
Matematica me procuraram, interessados em participar de um projeto de iniciacao cientifica.

Confiante na capacidade dos alunos e acreditando na possibilidade de trabalho em
grupo, aceitei o desafio de orienté-los. Foi minha primeira experiéncia em orientagao.

Em comum acordo, decidimos o tema: “Fractais - propriedades e construgao”. Estou
certa de que a escolha nao podia ter sido melhor. O tema é fascinante e nos motivou a aprender
e rever conceitos de geometria, dlgebra, dlgebra linear, analise e estatistica.

Basicamente, a metodologia adotada foi de seminarios semanais proferidos pelos préprios
estudantes. No primeiro encontro selecionamos alguns tipos de fractais a serem estudados e cada
aluno ficou responsdvel por um deles. A presenca de outros colegas, professores e alunos enri-
queceu muito a discussao.

Neste texto apresentamos o resultado das discussoes realizadas durante o ano letivo
de 2003. O texto é dividido em capitulos, totalmente escritos pelos alunos numa linguagem
acessivel aos académicos em Matematica e areas afins. Abranda as asperezas do formalismo, em
favor de uma explanagdo mais intuitiva, sem, no entanto, deixar de fornecer ao leitor os recursos
necessarios para ingressar ou aprimorar-se em um campo de tanto interesse e atualidade.

O Capitulo 1 foi escrito por Caroline Elisa Murr, onde ela introduz o tema, expoe
algumas caracteristicas dos fractais que serao referenciadas nos capitulos subsequentes, quando
do estudo de fractais especificos, além de discutir o conceito de dimensao. A apresentagéo é
motivada pelo estudo do Conjunto de Cantor, um fractal obtido a partir de subdivisdes do
intevalo [0, 1].

Rosenilda de Souza ficou responsavel pela curva de Koch, de Peano e de Hilbert. Além
de apresentar a obtencao destas curvas e suas propriedades, Rosenilda discute, no Capitulo 2, a
interessante caracteristica que algumas curvas possuem: a do preenchimento do plano.

No Capitulo 3, Josué Ervin Musial apresenta o fractal Triangulo de Sierpinski e algumas
variagoes. Josué discute diferentes formas de se obter a curva de Sierpinski, além de suas
propriedades geométricas e fractais.

Roberta Baye Bara discute no Capitulo 4 a geracdao de fractais obtidos a partir de
figuras circulares, como o Medalhdo do Faraé ou Circulos Apolonicos.

A geracao de galaxias é apresentada por Fébio Luiz de Melo no Capitulo 5. A cons-
trucao é feita a partir de bracos de espirais. Para introduzir um aspecto mais real a galidxia,
Fébio precisou estudar alguns conceitos de estatistica.

No Capitulo 6 , Suzana do Prado apresenta a classe de fractais gerados a partir da
iteracdo de um sistema de fungdes. A notacao abreviada, IFS, vem do inglés: Iterated Function
System. Suzana recebeu orientacao do Prof. Ricardo Biloti, que defendeu em 1998 a dissertacao
de mestrado [3] intitulada Reconstrugdo Fractal de Sinais que refere-se ao assunto. Além de uma
definicao de fractal, temos no Capitulo 6 a oportunidade de gerar por IFS alguns dos fractais
discutidos anteriormente, como a Curva de Koch e o Triangulo de Sierpinski.

A curva de Koch e o triangulo de Sierpinski reaparecem no Capitulo 7 no qual Josué
Ervin Musial apresenta o Sistema L, um processo de gerar fractais a partir de cadeia de carac-

teres.
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O Prof. Celso Penteado Serra, co-autor do livro [14] “Fractais gerados por sistemas
dinamicos complexos”, publicado em 1997, tem colaborado bastante com o projeto. Josué,
Rosenilda e Suzana passavam uma manha por semana trabalhando com Celso, que os orientou
em relacao a implementagao dos algoritmos de geracao dos fractais. Os algoritmos discutidos no
texto foram implementados em Visual Basic. Devemos aos quatro grande parte das ilustragoes
do texto.

Além do nosso agradecimento aos Professores Celso Penteado Serra e Ricardo Biloti,
gostariamos de registrar também nosso agradecimento ao Prof. José Carlos Cifuentes que, como
tutor do grupo PET da Matemdética, apoiou o projeto.

Deixamos nas maos dos leitores nao apenas um texto sobre um assunto fascinante,
mas talvez o despertar cientifico de alguns alunos do Curso de Matemética da UFPR. Afinal,
é provavel que esse seja o primeiro texto de carater cientifico escrito por Caroline, Rosenilda,
Josué, Roberta, Fabio e Suzana. Espero, com sinceridade, que participar deste projeto tenha

sido, para eles, uma bela experiéncia. Para mim, foi!

Elizabeth Wegner Karas.
Curitiba, outubro de 2005.
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Capitulo 1
Conjunto de Cantor

Caroline Elisa Murr !

1.1 Introducao

Imaginemos a seguinte situagao: um estudante precisa fazer um trabalho escolar para a
disciplina de geografia. Ha dois temas a serem escolhidos: o primeiro é a cidade de Curitiba, no
Paran4, e o segundo, a cidade de Paris, na Franca. Porém, este estudante nasceu e sempre morou
em Curitiba, e nunca foi a Paris. Que tema sera melhor desenvolvido pelo aluno? Logicamente,
sobre a cidade de Curitiba, a qual ele ji conhece muito bem. Quando se conhece um tema,
torna-se muito mais facil falar sobre ele. Pode parecer estranho iniciar um trabalho sobre
fractais apresentando um fractal, o conjunto de Cantor, sem ao menos mencionar o significado
da palavra fractal. Bem, como sugere a pequena histéria acima, é propositadamente que assim
fazemos. Primeiro, vamos conhecer um dos fractais, ver o que ele tem de especial, de diferente das
figuras tradicionais e, somente depois, passaremos ao conceito, as definicGes e as caracteristicas
peculiares destas figuras. Deste modo, estaremos construindo, a partir da experiéncia, a nogao

de fractal, o que acreditamos facilitar a compreensao do tema.

1.2 Historia do conjunto de Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor (Figura 1.1) nasceu em 1845, na cidade de Sao
Petersburgo, Russia. Aos 12 anos de idade, mudou-se para a Alemanha com sua familia e, em
1867, completou seu doutorado, na Universidade de Berlim. Dedicou a maior parte dos seus
estudos ao que atualmente conhecemos como Teoria dos Conjuntos, amplamente difundida e
aplicada até hoje. A partir de 1884, passou por sucessivas crises de satiide mental, tendo falecido
em janeiro de 1918. Cantor levou o estudo da matemaética para campos inteiramente novos,
como o dos numeros transfinitos, e é considerado um dos maiores matematicos de seu tempo.
Na verdade, é dificil encontrar informagoes precisas sobre a vida de Cantor, pois em 1945, por
ocasiao da 2% Guerra Mundial, sua antiga residéncia foi invadida, e 17 dos seus 20 livros de
cartas foram destruidos. Mais detalhes sobre a vida e o trabalho de Cantor em [4, 5].

Cantor apresentou em 1883 o conjunto que pode ser considerado como uma das mais

antigas construgoes denominadas patoldgicas encontradas na Matemaética e que hoje leva o seu

niciagio Cientifica com apoio do Instituto do Milénio.



Figura 1.1: Georg Cantor

nome - conjunto de Cantor. Muito comumente encontra-se também o nome “poeira de Cantor”,
denotando o mesmo conjunto. Por vezes esses nomes também podem referir-se a construcoes si-
milares, intituladas “conjuntos do tipo Cantor” ou “conjuntos gerais de Cantor”. Encontra-se na
literatura tanto a construcao numérica do conjunto de Cantor como sua construgao geométrica.
A construgao numérica leva ao conjunto numérico de Cantor, visto como um subconjunto fe-
chado dos nuiimeros reais. Por outro lado, a construcao geométrica leva ao fractal do ter¢o médio
de Cantor. Outros fractais bastante interessantes podem ser obtidos adaptando-se a construgao

para duas e trés dimensoes. As obras [1] e [14] trazem mais detalhes sobre essas construgoes.

1.3 Construcao numérica

O conjunto de Cantor, que aqui denotaremos por K, é um subconjunto fechado do
intervalo [0,1] C R, obtido como complementar de uma reunido de intervalos abertos. Para

construi-lo, inicia-se com o intervalo [0,1] e divide-se esse intervalo em 3 partes iguais. Em
12
373
e %, permanecem no conjunto que estamos construindo.

seguida, retira-se o intervalo ( ), ficando com [0, %] U [%, 1]. Note que os pontos extremos, %

Este foi o primeiro nivel, ou etapa, da construcao de K. No segundo nivel, novamente
divide-se cada um dos intervalos restantes em 3 partes iguais e, em seguida, retiram-se, sem 0s
extremos dos intervalos, os respectivos tercos médios. Foram retirados entao (%, %) e (g, g).

. , : : . 1 2 1 27 8

Ficamos, no segundo nivel ou etapa, com o seguinte conjunto: [O, 9] U [9, 3] U [3, 9] U [9, 1].
Em seguida, é novamente retirado o tergo médio de cada um desses intervalos que constituem o
conjunto obtido no segundo nivel. E assim sucessivamente. O processo é repetido fazendo-se o
numero de etapas N tender ao infinito. O conjunto K dos pontos que nao foram retirados é o

conjunto de Cantor. A seguir, vejamos alguns niveis de sua construgao, na Figura 1.2.

0 1

0 1/3 2/3 1
0 1/9 2/9 1/3 23 79 8/9 1

Figura 1.2: Intervalos no conjunto de Cantor

Sabemos entao como construir K. Mas, dado um ponto, sabemos dizer se pertence a



K? Para tanto, é bastante tutil fazer uma caracterizacao dos pontos de K em termos de sua
expansao na base 3. Para mais informacoes sobre como fazer tal expansao, ver [15].

Resumidamente, os nimeros do intervalo [0, 1] sdo escritos em base 3 como:
0, x122x3...2Tp...

em que X1, g, T3, ...,Tn,...;n € N, sdo os digitos 0, 1 ou 2. Feita uma divisao do intervalo [0, 1]
em trés partes iguais, como na Figura 1.3, temos que os nimeros que estiverem no terco esquerdo
(Tp) terao o digito z; igual a 0; no terco médio (77) o digito x; serd 1 e no terco direito (73),
serd 2. Faz-se novamente uma divisao em trés partes iguais de cada um dos intervalos. Para os
nimeros que estiverem no terco esquerdo de Ty, x9 serd 0; no terco médio 1 e no terco direito

2. E assim sucessivamente.

Divisdo de [0, 1] T, T T,
em 3 partes iguais: | } 1 ; {
0,1 02 1

Divisdo de T;, Ty e T

1S 2 0. L 0n2.. , 01, , 020... L 0323..
em 3 partes iguais: | T001. T 0,0.. t02. 021, 1'
Y & Y Y i

00 01.. 02

Figura 1.3: Expansao na base 3

Olhando para a primeira etapa da construcao de K, temos que os ntimeros pertencentes
ao terco médio, o qual foi retirado, tém o digito x; igual a 1; os niimeros que pertencem aos
intervalos com que ficamos nesse nivel da construgao tém o digito z; igual a 0 (caso estejam
localizados no tergo esquerdo do intervalo) ou igual a 2 (caso estejam no tergo direito). Nas
outras etapas, novamente retiramos intervalos tergos médios, que possuem algum digito 1 em sua
expansao de base 3. Dos ntimeros que permanecem no conjunto de Cantor, apenas os extremos de
intervalo possuem algum digito 1 em sua expansao na base 3. No entanto é possivel, considerando
o extremo como pertencente nao ao ter¢co médio, mas ao esquerdo ou direito, escrever todos os
extremos de intervalo sem digitos 1 em sua expansao na base 3. Logo, podemos concluir que os
numeros que formam o conjunto de Cantor sao aqueles que pertencem ao intervalo [0, 1], e que

podem ser escritos sem nenhum digito 1 em sua expansao na base 3. Isto é,
x e K& xel0,1] e nabase 3, x =0, z12223...0y...;n € N, com x,, # 1, Vn.

Propriedades.
O conjunto de Cantor K possui algumas propriedades extremamente peculiares, as

quais sao dificilmente encontradas em outros conjuntos. Sao elas:
1. K é compacto;
2. K tem interior vazio;
3. K nao contém pontos isolados;

4. K é nao-enumeravel.



As demonstracgoes completas destas propriedades podem ser encontradas em [11]. Ire-

mos agora discutir as demonstracoes das propriedades 1 a 4.

Propriedade 1. Um subconjunto de R™ é compacto quando ¢ limitado e fechado. Quando um
conjunto é limitado, existe ao menos um subconjunto aberto de R™ que contém todo o conjunto,

como por exemplo, B(0;§). 2 Podemos dizer entdao que,
L ¢ limitado < 3B(0;0) D L, 6 > 0.

Vemos que K é limitado, pois ha intimeros subconjuntos de R que o contém. Tomemos,

por exemplo, § = 2. Entao serd verdade que K é limitado, pois
iB(0;2) D K.

K também é fechado, pois é uma interseccao de dois conjuntos fechados. Podemos dizer

que:

K= |R-|]JI.|n[0,1]
n=1

o0
em que U I, =LUlLUI3uU..UIl,,...n €N, I} al, sao os intervalos abertos omitidos na

n=1
construcao de K.

[o¢] [o¢]
O intervalo [0,1] é fechadoe R — U I,, é fechado, pois o seu complementar, U I,
n=1 n=1
é aberto. Vamos provar.

Dizemos que x é ponto interior de um conjunto se conseguimos tracar, com centro em
x, uma bola aberta totalmente contida no referido conjunto. Um conjunto A é aberto se todos

0s seus pontos sao pontos interiores, ou seja,

Ve € A, 3B(x;9) C A.

o0
Tomemos xg € U I,, arbitrario. Entao, Ing € N tal que z¢ € I,,. Como I, é um

n=1
intervalo, existe § > 0 tal que

B(20;6) C Ing C | In-

n=1
(o]
Logo, o é ponto interior de U I, e, como xy é um ponto arbitrario desse conjunto,
n=1

(o]
estd provado que U I, é aberto.

n=1
Propriedade 2. Afirmar que K tem interior vazio é o mesmo que afirmar que K nao contém
intervalos. Com efeito, ao tentarmos encaixar em K algum intervalo de comprimento ¢ > 0,
por menor que seja ¢, nao conseguiremos, pois o comprimento dos intervalos no conjunto de

Cantor tende a zero. O comprimento de um intervalo na n-ésima etapa da construcao de K é

20 conjunto denotado por B(0;9) é denominado Bola aberta de centro 0 e raio 6. Em R, tal bola equivale a
um intervalo centrado em 0 e de comprimento 2§. Para a defini¢do de conjunto limitado, poderia ser tomado um
centro qualquer para este conjunto, desde que com raio conveniente. Por questao de simplificagdo, adota-se o 0
como centro.



1 - . .
IV Detalharemos esse fato ao mostrarmos a construcao geométrica do conjunto. Tomemos

entdo um intervalo qualquer, J C [0,1], de comprimento ¢ > 0, e tentemos encaixa-lo em K.
Basta tomarmos N tal que (3—N) < ¢ e ointervalo J estard mutilado apds a N-ésima etapa

da formacao de K. Para conseguir J C K, deveriamos ter, por absurdo,

1
c<(=),¥n = lim ¢< lim (

- 3N N—oo N—oo 3_N)

o que leva a ¢ < 0,contrariando a hipdtese de que ¢ > 0.

Tal propriedade tem uma outra implicacdo importante: o conjunto de Cantor é total-
mente desconexo. Para esclarecer esse conceito, primeiramente iremos tratar das defini¢oes de
conjunto desconexo, conjunto conexo e componente conexo de um ponto.

Bem, dizemos que um conjunto B é desconexo se existem 2 conjuntos abertos U e V'

com
BNU=1 e BNV =1
tais que
I1ﬂ12:® (& IlLJIg:B.
Um conjunto é, portanto, conexo, se para todo U e V' com
BNnU=1I, e BNV=I,
ou ocorre

Ilﬂfg#@ ou LUl #B.

Componente conexo de um ponto x pertencente a um certo conjunto B é o maior
subconjunto conexo de B que contém x. Dizemos que um conjunto é totalmente desconexo se o
componente conexo de cada um de seus pontos constitui-se apenas do proprio ponto.

Vamos analisar nosso conjunto K. E sem divida um conjunto desconexo; basta tomar-

1

mos como U o intervalo (—1, %) e como V o intervalo (3,2), e veremos que

KNU=1 e KNV =1,
tal que
I1ﬁ12:® e IlLJIQZK.

E mais ainda; K é totalmente desconexo, pois, Vo € K, o componente conexo de x é
igual a x. De fato, o maior subconjunto conexo de K que contém um de seus pontos é o préprio

ponto.

Propriedade 3. Dizer que K nao tem pontos isolados significa que todos os seus pontos sao
pontos de acumulacao, ou seja, para todo z € K, ao tracarmos uma bola aberta centrada em =,
de raio § > 0, e retirarmos x, continuaremos tendo pontos de K nesse intervalo.

Seja K’ o conjunto dos pontos de acumulagao de K. Temos que:
reK & Vi >0 [B(x;0) — {z}]NK £ 0.

Disso decorre que, se x é ponto de acumulacao de K, x é limite de uma seqiiéncia de



pontos de K — {z}, j4 que em toda bola centrada em x, retirando-se x, hd pelo menos um
ponto de K. Para obtermos tal seqiiéncia, basta iniciarmos com um certo § > 0, e em seguida
tomarmos 3 3 e assim por diante. A seqiiéncia é formada pelos pontos de K obtidos a cada
vez que se dimunui o raio da bola B(z;d). Provemos entao que todos os pontos de K sao pontos
de acumulacgao de K.

1°Caso: z ¢é extremo de intervalo.

A cada etapa da construcao de K, os extremos dos intervalos retirados permanecem
em K. Digamos que, na etapa N, x é extremo do seguinte intervalo: [y,z|. Nas préximas
etapas, x serd extremo de intervalos da forma [y,,z],n € N, em que y,, € K, pois também é

extremo de intervalo. Como ja mencionamos, o comprimento de um intervalo de K na etapa N

N
1
é Cny = |=| . Logo, lim —= =0, isto é, o comprimento x — y, — 0, e portanto y, — x, ou
3 N—oo 3N
melhor, lim y, = z. E sendo x limite de uma seqiiéncia de pontos de K — {z}, x é ponto de
n—oo
acumulacao de K. Como tomamos inicialmente qualquer x extremo de intervalo de K, todos os
extremos de intervalo sao pontos de acumulagao de K.
2°Caso: z € K mas x nao é extremo de intervalo.
Neste caso temos que, em uma certa etapa N da construgao de K, z € [z, yn], em

que xn e yy sao extremos de intervalo. Sabemos que:

1 1 1
e, como lim — = lim — =0, pelo teorema do confronto,

N—oo 3N N—oo 3N

lim a2y —2z=0 = lim zy ==x.
N—o0 N—oo

Da mesma forma, |yny — x| < = ]\}im ynv = z. Ou seja, x é limite de uma
— 00

N
seqiiéncia de pontos de K — {z}, logo = é3p0nto de acumulacao de K. Como tomamos qualquer
x € K, desde que nao fosse extremo de intervalo, todos os pontos dessa forma sao pontos de
acumulagao de K.

H& pouco concluimos que K nao contém intervalos. Isso pode levar a crer que restam
somente extremos de intervalo no conjunto de Cantor, nao existindo esses outros pontos que
nao sao extremos. Porém, como tais pontos sao limites de seqiiéncias de pontos de K, eles sao
chamados de pontos de aderéncia de K. E, em um conjunto fechado, o conjunto dos pontos
de aderéncia, no caso do conjunto de Cantor denotado por K, é igual ao préprio conjunto, isto
é, K = K. Entdao, x € K = z € K. Logo, tais pontos pertencem ao conjunto de Cantor.
No entanto, estao tao proximos quanto se queira de um extremo de intervalo, em uma certa
etapa IN. Apesar de estarem arbitrariamente proximos, tais pontos nao chegam a constituir um

intervalo.

Propriedade 4. Pode-se mostrar que K é ndao-enumeravel utilizando um argumento criado pelo
préprio Cantor, o Argumento da Diagonal. Para tanto, utilizaremos a representacao dos pontos
de K em sua expansao na base trés.

Em primeiro lugar, valem algumas consideragoes a respeito do conceito de conjuntos
enumeraveis. Um conjunto infinito é enumerdvel quando pode ser colocado em correspondéncia

biunivoca com os numeros naturais. Ou entdo quando é possivel escrever uma lista de seus



elementos, da seguinte forma:
A=A{x1,22,23, ..., Tp,...},n € N.

Por exemplo, o conjunto Z dos niimeros inteiros é enumeravel, podendo ser escrito da
seguinte forma:

7 =1{0,1,-1,2,-2,3,-3,..}.

Para mostrar que o conjunto de Cantor nao é enumeravel, basta mostrar que ao tentar-
mos fazer essa lista, sempre havera um elemento de K que nao pertencerd a ela. Supondo que

conseguissemos fazer a lista, e escrevendo os elementos de K em sua expansao na base 3, temos:
I = 0,1‘111’12(1)13...1)1j

T2 = 0,221 722%23...T2;

T; = 0, l‘ilxigl‘ig,...l‘ij.

Como z; € K, sabemos que z;; = 0 ou z;; = 2, conforme a caracterizacao que fizemos

dos pontos de K. Vamos construir entao um numero = € K tal que:
T =0,T11T22733... Ty

onde Z;; =0sex;; =2e Ty =2 se x; =0.

Temos entdao que, Vi, T # x; , pois difere de todos os x; pelo digito que estd na
diagonal principal da matriz dos digitos. Logo, pelo Argumento da Diagonal de Cantor, 3z €
K tal que = & {x1,x9, 23, ..., Ty, ...}, donde K é nao-enumeravel.

Com base nessas caracteristicas, é possivel classificar conjuntos como “conjunto do tipo

Cantor”, como na seguinte definigao [15]:

Definicao 1.1 Um conjunto K, fechado, é chamado um conjunto topolégico de Cantor se

satisfaz as sequintes propriedades:

1. K € totalmente desconexo, o que para subconjuntos da reta real significa que nao contém

intervalos;

2. Por outro lado, K nao contém pontos isolados, o que significa que

Vp € K, dado € > 0, existe um outro ponto p € K, tal que p € B(p;e).”

Vale observar que esses conjuntos nao precisam ser necessariamente, como o conjunto

de Cantor, auto-similares.

1.4 Construcao Geométrica

A construcao Geométrica do conjunto de Cantor recebe por vezes o nome de “Poeira de

Cantor”. O processo é andlogo ao da construgao numérica. A diferenga estd em iniciarmos com



um segmento de reta de comprimento unitario, e nao com um intervalo numérico. Dividimos este
segmento em 3 partes iguais e retiramos o seu terco médio. Essa é a primeira etapa, ou primeiro
nivel, da construcao. Na segunda etapa, retiramos o terco médio de cada um dos segmentos
restantes. E assim sucessivamente. Novamente, o processo é repetido fazendo-se o nimero de
etapas, ou niveis, IV tender ao infinito. A “figura” obtida quando N — oo é o conjunto de

Cantor. Vejamos algumas etapas da sua construgao, na Figura 1.4.

Figura 1.4: Etapas de construgao do conjunto de Cantor

E interessante analisarmos o que ocorre com o nimero de segmentos (ny), 0 seu com-
primento (Cy), bem como o comprimento total do conjunto (Cyy) a cada etapa N de sua
construgao. Entende-se por comprimento total a soma dos comprimentos dos intervalos de um
conjunto.

Numero de segmentos.

Na etapa 0, temos 1 segmento, logo N = 0 = ng = 1. Na etapa 1, ficamos com 2

segmentos, logo N = 1 = ny = 2. Na etapa 2, sao 4 segmentos. Entao, N = 2 = ng = 4.

Pode-se provar por inducéo finita que, na etapa N, o nimero de segmentos é 2V, ou seja:
ny = oV,
Proposicao 1.2 Na etapa N do conjunto de Cantor, o nimero de segmentos € 2N .

Prova. Provaremos por inducéo. Seja ny = 2V uma propriedade, & qual chamaremos Phy.
s M

e Para N =0, ng = 2° = 1. De fato, ao iniciarmos a construcdo, o nimero de segmentos

que tomamos é igual a 1. Logo, Py € verdadeira para N = 0.

e Seja k > 0. Supondo Py, verdadeira, isto é, nj, = 2¥, devemos mostrar que P}, também ¢é

verdadeira, ou seja, njy = 2~

e Por construcao, ngy1 = ng X 2, pois a cada nivel o nimero de intervalos é multiplicado

por 2. Usando a hipdtese de inducao, temos:

N1 =28 x 21 = nyyy = 28

Logo, VN >0, ny = 2V. O

No conjunto de Cantor, isto é, quando N — oo, temos:

lim 2V = co.
N—oo

Ou seja, no conjunto de Cantor, o nimero de segmentos tende ao infinito; analogamente

mostra-se que, na construcao numérica, o nimero de intervalos tende ao infinito.



Comprimento de cada segmento.

Vejamos agora qual é o comprimento de cada segmento. Na etapa 0, temos que Cy = 1.
Na etapa 1, C7 = % Na etapa 2, Cy = %. Novamente € possivel provar por inducao finita,
analogamente ao que foi feito para o nimero de segmentos, que, na etapa N, o comprimento de

cada segmento é:

11y
No conjunto de Cantor:
11y
N H -0

Isto é, o comprimento de cada segmento tende a zero. Na construcao numeérica, isto
significa que cada intervalo estd tendendo a um ponto. Por isso, o resultado do conjunto de

¢

Cantor é uma série de pontos “ pulverizados”; dai a denominacao Poeira de Cantor.
Comprimento Total.
Para analisarmos o comprimento total do conjunto de Cantor, basta que multipliquemos

o numero de segmentos pelo comprimento de cada um deles. Logo:

Quando o nimero de etapas tende ao infinito, temos:

N
dm [5] =0
Portanto o comprimento do conjunto de Cantor tende a 0. No conjunto Numérico de Cantor,
esse fato tem uma implicacao bastante importante, sobre a qual falaremos mais adiante: sua
dimensao topoldgica é igual a de um ponto, ou seja, 0. Além dessas duas formas, numérica e
geomeétrica, de se construir o Conjunto de Cantor, pode-se utilizar também o método IFS. Para

mais detalhes, ver Capitulo 6.

1.5 O termo fractal

O termo fractal foi introduzido em 1975 em [12] por Benoit Mandelbrot (Figura 1.5),

matematico polonés que difundiu amplamente a Geometria Fractal.

Figura 1.5: Benoit Mandelbrot

O termo vem do latim, do adjetivo fractus, derivado do verbo frangere, que significa
quebrar, fracionar. Fractais sao figuras que diferem das tradicionais, estudadas pela geometria

euclidiana. A construcao dos fractais demanda processos iterativos. Por isso, ndo é possivel sua



representacao fiel, visto que tais processos sao infinitos. Os fractais se popularizaram a partir
da década de 80, com o avanco da informaética, o que permitiu maior precisdo na confeccao de
imagens de fractais. A beleza plastica dos fractais também chama muito a atengao.

O termo fractal aplica-se, em geral, a construgoes muito diversas, tanto formas abstratas
como formas encontradas na natureza e que sdo objeto de estudo da fisica, da geologia, da

cristalografia e de outras ciéncias. Um exemplo bastante ilustrativo encontra-se na Figura 1.6.

Figura 1.6: Detalhes de uma folha

Por causa dessas diversas formas de se apresentar, é extremamente dificil estabelecer
uma definicao de fractal que atenda a todas essas espécies de construcao. O préprio Mandelbrot,
em [12], seu primeiro livro sobre fractais, datado de 1975, evita dar uma definicio matemadtica
formal do termo. Prefere caracterizar os objetos fractais de forma intuitiva, mesmo porque seu
livro tinha o objetivo de divulgar os fractais, procurando abranger também objetos naturais. Em
[9], Mandelbrot define: Um dado conjunto E é Fractal se, em E, D > Dy, sendo D a dimensdo
fractal e Dy a dimensao topoldgica do conjunto E (entendendo-se que o termo conjunto abrange
também figuras geométricas). Em [1], encontramos uma citagdo de Mandelbrot a respeito da
mesma definicdo de fractal: Um dado conjunto € fractal se e somente se sua dimensao Fractal,
definida em termos da dimensdo Hausdorff-Besicovitch, excede estritamente a sua dimensdo
topoldgica.

Kenneth Falconer, em [8], propoe uma definicdio menos rigorosa, em termos das ca-
racteristicas das construcoes ou conjuntos denominados fractais. Utilizaremos essa idéia entao
para considerar uma dada construcao como Fractal se possui todas, ou a maioria, das seguintes

caracteristicas, as quais detalharemos a seguir:

e Estrutura fina em qualquer escala;

A estrutura fina consiste em detalhamento infinito. Sucessivas ampliagoes de um fractal
levam a mais e mais detalhes, indefinidamente. Isso néao ocorre com as figuras geométricas
convencionais, como a circunferéncia: se ampliarmos suficientemente um pequeno arco da
mesma e dele retirarmos um pequeno arco que também ampliaremos, e repetindo suces-
sivamente o processo, obteremos um arco virtualmente retilineo. Uma reta se caracteriza
por nao possuir detalhes. Nos fractais, isso ndo ocorre. A cada ampliacdo surgem mais
detalhes, memso que se repita o processo indefinidamente. Se o fractal for construido na

tela grafica de um computador, os detalhes aparecerdo nas ampliacoes sucessivas, até onde



o computador suportar a realizagao dessas ampliagoes.

e Nao pode ser descrita de maneira simples por uma funcao analitica ou em linguagem

geométrica tradicional;

,

Isso se deve ao fato de que o fractal é construido através de processos iterativos. E

impossivel representa-lo por uma fungao simples.

e Possui alguma espécie de auto-similaridade ou auto-afinidade, mesmo que estocastica-

mente;

A auto-similaridade, também chamada por Mandelbrot de homotetia interna, consiste
em se poder obter réplicas menores da figura através de sua divisdo (ou no caso dos
fractais, de sua ampliacdo). Quando as réplicas sdo sempre idénticas e obtidas através
do mesmo fator de reducao, diz-se que a figura possui auto-similaridade estrita. Algumas
figuras geométricas tradicionais, como um quadrado, por exemplo, também possuem essa
caracterfstica. B possivel dividir um quadrado em um certo nimero de réplicas menores
dele mesmo. J& na auto-afinidade, ndo hd mais réplicas, e sim figuras obtidas através de
transformagoes afins, isto é, figuras afins. Para mais detalhes sobre transformacoes afins,

ver 6. Dizemos que a folha da Figura 1.6 possui auto-afinidade.

e Sua dimensao Fractal, definida de alguma forma, é estritamente maior que a sua dimensao

topologica;

A dimensao Fractal diz respeito & dimensao espacial, ou seja, ao espago que a figura
ocupa. Pode ser calculada de varias formas. Se a figura nao possuir auto-similaridade,
um método grafico correntemente utilizado é o de contagem de caixas. Se possuir, como é
o caso do conjunto de Cantor, podemos calcular a dimensao por outro método um pouco

mais simples, como faremos mais adiante, em uma secao especifica sobre dimensao Fractal.

e Em muitos casos tem uma lei de formagcao simples.

A lei de formacao do fractal é o processo que é repetido a cada iteracdo. De fato, geralmente
esse procedimento a ser repetido é bastante simples. No caso do conjunto de Cantor, a lei

de formagao é: divide-se cada segmento em 3 partes, e retira-se o terco médio.

A construgao geométrica do conjunto de Cantor é denominada Fractal do Ter¢o Médio
de Cantor, e pode ser generalizada também para duas dimensoes, iniciando-se com um quadrado,
ou para 3 dimensoes, iniciando-se com um cubo. Em ambos os casos, verificamos que essas
construgoes possuem as principais caracteristicas atribuidas aos fractais. Alguns autores chamam
a construgao geométrica simplesmente de conjunto de Cantor. Desta forma, caracterizamos o
conjunto de Cantor como fractal em virtude de suas caracteristicas. A seguir procuraremos,
utilizando o conceito de dimensao, mostrar que o conjunto de Cantor é fractal, segundo os

critérios de Mandelbrot em [9, 12], referidas hé pouco.

1.6 Dimensao Fractal

Tendo em vista a importancia dada pelos autores [8, 12] & dimensao ao se tentar definir,

ou mesmo ao se caracterizar os fractais, dedicaremos esta secao a tentativa de esclarecer o



conceito de dimensao Fractal e a apresentacao de algumas formas de se calcular o seu valor.

Para maiores detalhes, ver [7, 8, 15].

Dimensao espacial e dimensao topoldgica.

Em primeiro lugar, é preciso esclarecer que, ao falarmos em dimensao Fractal, nao esta-
mos nos referindo a dimensao euclidiana, a qual denomina-se usualmente dimensao topoldgica.
Diz-se que dois espagos topoldgicos tém a mesma dimensao se, entre os pontos de um e de outro,
existir uma correspondéncia continua e univoca. Pela definigdo de Euclides, em FElementos [6],
um ponto tem dimensao 0, uma curva dimensao 1, uma superficie dimensao 2 e uma porgao
de espaco, dimensao 3. Para determinar a dimensao topolégica de um objeto, recorre-se ao
estabelecimento de uma correspondéncia univoca desse objeto com um desses entes geométricos
fundamentais.

Diferentemente, o termo dimensao Fractal, criado por Mandelbrot, refere-se a dimensao
espacial. Segundo Mandelbrot e também outros autores [1, 14, 15], a dimensao Fractal de um

conjunto pode ser calculada através dos métodos a seguir, entre outros:
1. Dimensao de Homotetia ou de Auto-similaridade;
2. Dimensao de Contagem de Caixas ou de Cobertura;
3. Dimensao de Hausdorff-Besicovitch.

Ao utilizarmos esses métodos para o calculo da dimensao, estamos expressando algo
diferente da dimensao topoldgica. Os métodos que envolvem o conceito de dimensao espacial
referem-se ao espago ocupado, ou preenchido, por uma figura. E tais métodos permitem que, ao
se calcular efetivamente a dimensao de alguns objetos, o resultado seja um nuimero fracionario.
Nem sempre a dimensao espacial dos fractais é fracionaria, porém dimensao fracionaria é uma
caracteristica que as figuras tradicionais nao possuem.

A seguir, apresentaremos esses trés métodos, e calcularemos a dimensao Fractal do

conjunto de Cantor de acordo com cada um deles.

Dimensao de Homotetia ou de Auto-similaridade.

Homotetia interna, ou auto-similaridade estrita, como ja vimos na se¢ao anterior, é uma
propriedade que encontramos em certas figuras geométricas tradicionais, como um quadrado por
exemplo, e também em alguns fractais, como o conjunto de Cantor. Consiste em obter réplicas
menores da figura, quando de sua divisdo ou ampliacao.

Se temos um segmento de reta, podemos dividi-lo em p partes iguais, semelhantes ao
segmento original, porém reduzidas, em uma certa razao r. O ntmero n de segmentos obtidos

relaciona-se com a razao de semelhanga r da seguinte forma:
1

n=-—.

r

Na Figura 1.7, vemos uma reta dividida em quatro partes iguais. A razao de semelhanca é 1/4.

Tomemos agora um quadrado e facamos uma divisao de cada um de seus lados em p
partes iguais. Obteremos p? quadrados semelhantes ao original, logo p? = n. Relacionando r e

n, temos:



Figura 1.7: Segmento de reta dividido

Na Figura 1.8 , vemos um quadrado cujos lados foram divididos em 3 partes iguais, o

que gerou 9 quadrados iguais. A razao de semelhanca é %

|:||:|V\.

]
n
000

Figura 1.8: Quadrado dividido

(101~

Da mesma maneira, na Figura 1.9 , vemos um cubo cujos lados foram divididos em 2
partes iguais, o que gerou 8 cubos iguais. A razdo de semelhanga é % Logo, podemos concluir

que

Figura 1.9: Cubo dividido

Considerando que a dimensao espacial das figuras tradicionais é igual a sua dimensao
topolégica [14], e que um segmento de reta tem dimensao 1, um quadrado dimensdo 2 e um

cubo dimensao 3, é razoavel afirmar que



em que D é a dimensao espacial, r é a razao de semelhanca e n o nimero de réplicas da figura,
obtidas através da sua divisao em p partes iguais.

Como queremos calcular a dimensao D, aplicaremos a funcao logaritmica (numa base
arbitraria) a ambos os membros da igualdade, a fim de obter uma expressao para D:

1
lnnzlnT—D

Inn=In1—1Inr"
Inn=0-—DlInr

DlInr =—1nn

B Inn

~ Inr’
O conceito de dimensao fractal é uma extensao do conceito de dimensao topoldgica.
Se a figura possuir homotetia interna, ou auto-similaridade, sua dimensao fractal é determinada
pela relacao acima.
A seguir, calcularemos a dimensao Fractal do conjunto de Cantor através desse método.
Para os fractais com auto-similaridade estrita, basta analisar o que ocorre de uma etapa para a
outra da construcao, pois isso reflete o que esta acontecendo em todo o conjunto. Na férmula

concluida hé pouco,
- (1.1)

temos que n representa o numero de partes com que ficamos apds uma etapa, ou nivel, da
construcao do fractal e r a razao de semelhanga dessas partes com a figura original. Vejamos
novamente o conjunto de Cantor na Figura 1.10 a seguir, em que foi dada uma certa espessura

ao segmento de reta para facilitar a vizualizacao:

Nivel 0 EEE————

Nivel 1 | ]
Nivel 2 HE N HE N
Nivel 3 EE HBNE EEl HEHNE
Nivel 4 mm unn mmn nn
Nivel 5 i ununn 11

Figura 1.10: Etapas da construgao geométrica

Notamos que, a cada nivel, ficamos com 2 segmentos, que serdo novamente triseccio-
nados. Logo, n = 2. A razao de semelhanga desses segmentos com a figura original é % Logo,

r= % Portanto, a dimensao Fractal do conjunto de Cantor é dada por:

In2 In2 In2

D=— =——""" = ~
ln% Inl—In3 In3

Como mencionamos anteriormente, a dimensao topoldgica do conjunto de Cantor é 0.

Isso quer dizer que s6 se pode estabelecer uma correspondéncia univoca do conjunto de Cantor



com um ponto. Entado, sua dimensao Fractal, que é aproximadamente 0,63, é estritamente
maior do que sua dimensao topoldgica. Logo, segundo Mandelbrot em [9], o conjunto de Cantor
¢é fractal. Podemos dizer que ele preenche mais espaco do que um ponto, mas menos espago do

que uma curva de dimensao 1.

Dimensao de Contagem de Caixas ou de Cobertura.

Quando o fractal ndo apresenta auto-similaridade estrita, torna-se dificil ou muitas
vezes impossivel o calculo de sua dimensao por homotetia, devido as irregularidades que um
fractal comumente apresenta. O método de Contagem de Caixas é, na prética, um processo
grafico amplamente utilizado para o calculo da dimensao fractal dessas figuras. Exemplos da
aplicacao desse método sao os calculos de dimensao fractal de nuvens, areas fotografadas por
satélite e até mesmo obras de arte como pinturas.

A Contagem de Caixas consiste em, inicialmente, cobrir a figura da qual se deseja
calcular a dimensao com uma malha de quadriculas de lado [, como foi feito com a folha da
Figura 1.11. Na Figura 1.11, o lado [ de cada quadricula esta representado por r e N representa

o nimero de quadriculas contendo ao menos um ponto da figura.

1 il t
111

r=128 N=27 r=6d4 M= 90 r=382.0H

H
315

Figura 1.11: Folha coberta com malha de quadriculas

Seja N o nimero minimo de quadriculas de lado I que contém ao menos 1 ponto da

figura e § o lado da moldura que escolhemos para inserir a figura.

v (2) 0

e verificaremos sua consisténcia através de exemplos utilizando figuras simples.

Estabeleceremos a igualdade

Consideremos um quadrado cheio. Se o dividirmos em 4 quadriculas iguais, cada uma

0
delas terda a metade do lado que tinha o quadrado inicial. Teremos entdao N = 4 e 7= 2.

Portanto, para que se verifique a igualdade (1.2), devemos ter D = 2, pois ficamos com 4 = 2.
E esse resultado é consistente com o que ja conhecemos, ou seja, a dimensao do quadrado cheio
é realmente 2.

Analisemos mais um exemplo: um cubo de lado 4. Facamos agora a divisao deste cubo

em 8 quadriculas, que terao lado [ igual & metade do lado do cubo inicial. Para este caso,

teremos N = 8 e 7= 2. Utilizando a igualdade (1.2), temos 8 = 2P de onde concluimos que



D = 3. Novamente, verificamos a consisténcia com o que ja sabemos de antemao: a dimensao

de um cubo é 3.

l

Aplicando logaritmo a ambos os membros, ficamos com

D
Vimos que a igualdade N = —) mostrou-se consistente. Isolemos agora o valor D.

_ In N

D = .
ln?

Mas para que a determinacao de D seja precisa, é necessario que a malha seja muito fina, isto é,
que o lado [ das quadriculas seja tao pequeno quanto se queira. Podemos definir D da seguinte

forma, aplicando o limite quando o lado [ tende a zero:

D = lim M
=0 In ¢

Temos entdo uma expressao para a dimensao Fractal D, definida por contagem de caixas, a
qual pode ser utilizada em figuras com ou sem auto-similaridade estrita. Vale observar que a
dimensao é adimensional, isto é, nao se refere a uma unidade de comprimento ou outra. Em
muitos livros que abordam o assunto, sao encontradas férmulas para o cdlculo da dimensao em
que o resultado acaba tendo um comprimento, por exemplo. Procuramos, na férmula acima,
preservar a adimensionalidade, deixando no numerador N, que é o numero de quadriculas e
portanto nao tem unidade, e no denominador %, isto é, comprimento sobre comprimento, que
também resulta adimensional.

Calculemos entao, dessa forma, a dimensao Fractal do conjunto de Cantor. Em um dado
nivel N de sua construcdo, podemos cobri-lo com n = 2 quadriculos (niimero de intervalos) de
lado | = ?%N (comprimento de um intervalo na etapa N). Por iniciarmos a construgao com um
segmento de reta de comprimento unitario, temos que § = 1. Como n e [ estao em funcao de IV,

é necessario mudar a variavel, no limite, de L para N. Quando ! — 0, N — oco. Temos entao

que:
In 2N In 2N
D = li = lim —.
Nl—r>nool 1 N n 3N
n=
3N
Logo,
In2 In2
D= B2 _ 12 10,63

N 1—I>noo E N m -
Implementagao computacional do método de Contagem de Caixas.

Pode-se facilmente implementar computacionalmente o método de Contagem de caixas
e obter resultados com nivel satisfatorio de precisao, através de algoritmos simples, construtiveis
em diversas linguagens de programacao acessiveis.

Primeiramente utiliza-se uma grade de quadriculas de lado [;. Conta-se o nimero de
quadriculas que contenham pelo menos um pixel® da figura. Repete-se o processo para uma
malha de quadriculas de lado 9, sendo I, > l1, contando-se o nimero No de quadriculas que
contenham ao menos 1 pixel da figura.

Utilizando-nos da igualdade (1.2), consideremos primeiro a divisdo em N quadriculas

3Pixel é a menor unidade da tela do computador.



de lado [;. Temos:

N = <%>D (13)

Agora, consideremos a divisao em Ny quadriculas de lado lo. A igualdade (1.2) fica entao:
s\ P
Ny = <_> (1.4)
P

Dividindo as igualdades (1.3) e (1.4), obtemos:

M ()
At

Aplicando logaritmo a ambos os membros:

Ny lo
In— =DIn-—-
n N, n I
Finalmente, isolando D:
D= In N1 —In N2
N In 12 —1In ll

Assim, é possivel calcular-se a dimensao fractal, pois os valores de N1, N, [1 e Iy sdo conhecidos.
O método, implementado dessa forma, pode nao possuir um nivel de exatidao muito alto, mas
é satisfatério em muitos casos, considerando a complexidade dos fractais e as dificuldades em
se calcular sua dimensao. Em outros casos, porém, os resultados obtidos podem ser muito
diferentes da dimensao real do fractal.

Para tornar o método mais preciso, constroem-se sucessivamente m grades que cobrem
a figura, cada grade composta de caixas de lado d;, sendo N; o numero de caixas da i-ésima
grade que contém pelo menos um ponto da figura (i = 1,2,3,...,m). Em um grafico log-log
com eixo horizontal logd e eixo vertical log N, colocamos os m pontos de coordenadas logd;,

logm;. A reta a+ blogd que mais bem se ajusta a esse conjunto de pontos tem por parametros:

_ GR-FQ ,_ mQ—FG
T MR _F? " MR- F?
onde
F= Z;il log dz G= 221 log N;
R=>3""(log d;)? Q=>""logd;log N;.

O coeficiente angular b da reta é a dimensao procurada.

Dimensao de Hausdorff-Besicovitch.

Apresentamos ja, neste texto, duas formas de se calcular a dimensao fractal. Po-
deriamos nos contentar com esses dois métodos, e nao avancar no estudo dos fractais que,
matematicamente, podem tornar-se sobremaneira complexos. No entanto, nem ndés nem os
matematicos queremos abortar aqui o estudo dessas figuras, necessitando de um maior emba-
samento tedrico a fim de prosseguir a exploracao desse campo com mais seguranca. F é nesse

momento que a dimensao segundo Hausdorff vem satisfazer a necessidade de maior formalizacao



que o tema exige. Nosso objetivo neste trabalho é, depois de mostrar alguns pré-requisitos a
compreensao do assunto, proporcionar uma abordagem mais pratica e despida de tanta forma-
lizagdo. Enfim, pretendemos discutir a possibilidade de, através de uma matematica que estd ao
alcance dos alunos da graduacao em matematica e areas afins, compreender a idéia de dimensao
de Hausdorff, partindo para a sua aplicacao ao fractal que é nosso objeto de estudo, o conjunto
de Cantor.

Medida de Hausdorff

Para se chegar a dimensao de Hausdorff, é necessario abordar o conceito de medida.
Intuitivamente, medida é uma maneira de se atribuir um tamanho a um conjunto, representando
essa caracteristica por um numero. A medida é um nimero nao negativo, e satisfaz algumas
propriedades, cujo detalhamento pode ser encontrado em [7]. Dentro da Teoria da Medida,
encontramos a contribuigao de diversos autores, dentre os quais estd Felix Hausdorff(1868-1942).

Para estudarmos a medida segundo Hausdorff, introduziremos inicialmente alguns pou-
cos conceitos, como o de diametro. Podemos dizer que o didmetro de um conjunto é a maior
distancia possivel entre dois de seus pontos. Denotando por |U| o didmetro do conjunto U,
temos que

|U| = sup{|z —y| : 2,y € U}.

Denominamos d-cobertura de um conjunto F' C R™ a uma cole¢ao enumeravel {Uy, Us, Us, ...

de conjuntos U;, com diametro no méximo igual a J, colecdo esta que cobre F. Isto é,
o
Vi, F C UUZ- com 0 < |U;] <6.
i=1

Existem varias colegoes {V1, Vo, Vs, ...}, {Wy, Wa, W3, ...} etc., cujos conjuntos V;, Wi,...
também possuem um didmetro no méaximo igual a é e que também cobrem um determinado
conjunto F', isto é:

0<[Vi|<0

Seja s > 0. Para um valor qualquer de § > 0, definimos

H§(F) =inf {Z Uil*, Y IVil*, D IWZ-IS,-.-}
i=1 i=1 i=1

ou ainda,

HS(F)=1inf {Z |Ui|* : {U;} é uma d-cobertura de F} . (1.5)
i=1

Interessa-nos tratar com colecoes tais como {U;}, {Vi}, {W;} etc., que também cobrem
F, porém restritas a valores cada vez menores do didmetro 4.
Fazendo 0 tender a zero, teremos a medida de Hausdorff s-dimensional de F', H*(F):

H*(F) = lim H;(F). (1.6)

}



Uma propriedade importante da medida de Hausdorff é a de escalamento. Para A > 0,
HP(\F) = N°H*(F). (1.7)

Isto é, se um conjunto é obtido através de uma simples contragao ou expansao de F' por
um fator A, sua medida segundo Hausdorff sera A® vezes a medida s-dimensional de Hausdorff
de F. A demonstracao dessa propriedade pode ser encontrada em [7].

Ao analisarmos a variacao de H*(F') com s, observamos que h& um valor critico de
s para o qual a medida do conjunto salta de oo para 0. A esse valor critico denominamos
dimensao de Hausdorff, e a denotamos por Dy (F'), em se tratando do conjunto F'. Temos
que, se s < Dy (F) entdo H*(F) = oo. Por outro lado, se s > Dy (F) entdao H*(F) = 0. Isto
ficard mais claro quando procedermos ao calculo efetivo da dimensao de Hausdorff de um fractal.

Vejamos na Figura 1.12 essas informagoes representadas graficamente.

H(F)

s
0] D,
Figura 1.12: Variacdo da medida de Hausdorff com s

Antes de partirmos para esse calculo, apresentaremos uma demonstracao encontrada

log 2
em [7] de que a dimensdo de Hausdorff do conjunto de Cantor, aqui denotado por K, é 1023.
0
Isto é,
log 2
=Dy (K) = .
s = Du(K) log 3

Tal demonstracao nao é tao instrutiva no sentido de proporcionar um entendimento

mais profundo do conceito de medida, mas sua criatividade torna-a bastante interessante.

- . . ) , log2
Proposicao 1.3 A dimensdo de Hausdorff do conjunto de Cantor é o8

log3’

Prova. Podemos considerar o conjunto de Cantor como sendo composto de duas partes: uma

esquerda, K; e uma direita, K,.. Ou seja, K; U K,, = K. Sabemos que:
1 2
Kl:Km 0,§ e KT:KO g,l .

- . .. . 1 .
Ambas as partes sao geometricamente similares a K, mas reduzidas de 3 Temos entao, por

(1.7), que para todo s,

HY(K) = H*(K)) + H*(K,)

I
ki
5
G
+

—
5
G



Podemos dividir ambos os membros por H*(K), pois queremos que, para s, 0 < H*(K) < oo.
11° log 2
1=2|=| =s= .
[3] " log3
. Dy(K) =~ 0,63.

Ficamos assim com:

O

Fica demonstrado entdo, como a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor é es-
tritamente maior que sua dimensao topoldgica, que o conjunto de Cantor é fractal, segundo a
definigao de Mandelbrot em [1].

Determinacao da dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor

Consideremos o conjunto de Cantor K construido a partir de um segmento de reta de
comprimento [.

Como cobertura inicial, que designaremos como sendo de ordem 0, usaremos um seg-
mento de reta Ky de comprimento [. Observe que Ky realmente cobre K, pois K C Ky. O
diametro do conjunto Ky é 6y = |Ko| = .

Portanto,
0

DK =Kol =1

1=0

Essa é a tnica cobertura possivel para K cujo didmetro é 9 = [; logo o infimo de
0

Z |K;|® é I°, para todas as classes de conjuntos de diametro dp = | que formam coberturas de

=0
K.

Nessas condicoes,
Hj (K) = inf{|Ko|"} = I".

Consideremos, a seguir, § < % e pesquisemos as coberturas de ordem 1. Qual a que

proporciona o infimo procurado? E aquela composta de 2 segmentos de reta Ky e Ki9 de
comprimento é e diametro |K; ;| também igual a é
Logo, 01 = |K1 4| = é; donde

2 Lys | Ly s
; |K1il* = (g) + (g) = 2(§) :

Sendo portanto H§(K) = 2(%)8.

Observacao: qualquer outra cobertura que imaginarmos para § = é resultard em um
somatorio maior que o encontrado ha pouco. Por exemplo, a cobertura formada por 3 segmentos
de reta de comprimento é a seguir:

Calcul tal cobert 3K-S—l5l5 Dy gLy

alculemos para tal cobertura Zz:;| Ll = (g) (5) + (g) = (g) .

Valor este que é maior que o encontrado para a cobertura anterior. Em fractais como
o conjunto de Cantor é possivel encontrar a cobertura que nos proporciona o infimo do so-
matorio dos diametros elevados a s seguindo nossa intuicao e baseando-nos em suas propriedades
geométricas ja citadas neste texto. Em outros casos isso pode nao ser possivel.

Em seguida, vamos analisar as coberturas de ordem 2. A que nos dard o infimo serd

constituida de 4 segmentos de reta de comprimento 9’ a saber: K 1;Ko9;Ko3;Ko4. Seus



- , 1 l l
diametros, conseqiientemente, serao também 9 Logo, 02 = |Ky ;| = 9= 32 Logo,

! l l
s v 5: 2( % \s
;KQ,A =4(3)" =2()"

E assim prosseguimos, chegando a uma cobertura de ordem n formada por um conjunto de 2"

segmentos de reta (como ji mostramos, na etapa n o conjunto de Cantor é formado por 2"

. . . l .
intervalos) de comprimento I e didmetro 9,, = T Temos entao que:

271
l
23 Kl = 2 (35)"
=1

A medida que n aumenta, o didmetro 4, diminui, tendendo a zero quando n cresce indefini-
damente. Isto é, neste caso, fazer § — 0 é o mesmo que fazer n — oco. Facamos o célculo de
medida de Hausdorff do conjunto de Cantor:

H(K) = lim 2”(3%)3.

n—oo

Mas,
n ! S n s 2.\n s
2% (ge)" = 2" x g = ()" <1

Donde concluimos que:

2 n 2 n
S — : S __ ]S :
HAK) = Jim (5)7 < 1 =1 Jim (55)"
2 , ) 2 , . .
Quando n — oo, 35 tendera a zero se 3° for maior que 2; de outra sorte, 35 tenderd para infinito
caso 3° seja menor do que 2. Portanto, o valor de transicdo de oo a 0 ocorrera quando tivermos

2 = 3°. Aplicando logaritmo a ambos os membros, temos:

In2
n2=n3=In2=sn3=5= — ~0,63..
In3
que corresponde & dimensao fractal do conjunto de Cantor calculada também por outros métodos.

Representando graficamente: Logo, a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor
vale:

Dy(K) ~ 0, 63.

1.7 Consideracoes finais

Algumas caracteristicas do conjunto de Cantor sao um tanto paradoxais. Por exemplo:
ao mesmo tempo que o numero de intervalos de que é composto tende ao infinito, concluimos
que tal conjunto nao tem intervalos. Paradoxalmente, nao ha pontos isolados no conjunto. As
construgoes matematicas que encerram tais contradigoes sao comumente chamadas de Monstros
Matemdticos ou ainda Casos Patoldgicos. Por volta de 1900, surgiram vérias delas, como as
curvas de Koch (1904), Peano (1890) e Hilbert (1891), cujas propriedades serao mais detalhada-

mente esclarecidas no Capitulo 2. Quando apresentaram tais construgoes, seus criadores foram



H'(F)

3 <2 3*>2
S
O 33:2

Figura 1.13: O valor critico de s para o conjunto de Cantor

acusados de promover a ruina da matematica. No entanto mais tarde, na década de 70, to-
mando como base o conjunto de Cantor, Benoit Mandelbrot compreendeu os esquemas de erros
na central telefénica da IBM, onde trabalhava, e a partir dai passou a desenvolver e difundir a
geometria fractal. Hoje, o mesmo conjunto de Cantor é utilizado como modelo para o estudo
da Geometria de Atratores Cadticos.

Logo, o estudo de tais construcoes torna-se fundamental nao apenas para a matematica,

mas para a ciéncia como um todo.



Capitulo 2

Curvas de Koch, Peano e Hilbert

Rosenilda de Souza !

2.1 Curva de Koch

O matemético Niels Fabian Helge von Koch (Figura 2.1) nasceu no dia 25 de janeiro de
1870 em Estocolmo, Suécia. Estudou na Universidade de Estocolmo a partir de 1888. Publicou
véarios livros sobre Sistemas Lineares e Equacoes Diferenciais. Em 1911 iniciou sua carreira
de professor na Universidade onde estudou. Koch ficou famoso através de um artigo por ele
publicado em 1904 [1], sobre uma curva sem tangentes, que atualmente é conhecida como curva

de Koch. Ele morreu em 11 de marco de 1924, na cidade onde nasceu.

Figura 2.1: Helge von Koch

2.1.1 Obtencao da curva

Obtemos a curva de Koch utilizando a construcao geométrica descrita abaixo que pode

ser visualizada na Figura 2.2.
Algoritmo 1 Construgao geométrica da curva de Koch

Dado: Segmento unitario .
k=0
REPITA INDEFINIDAMENTE

Substitua o terco médio de cada segmento da figura do Nivel &

IPET - Programa Especial de Treinamento do Curso de Matemaética - UFPR, com apoio da SESu
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Nivel 1| 2 3 | .. n
Nimero de segmentos 114]16 |64 .. 4m
T71 1 1
i 1| =] = | =1.. —
Comprimento de cada segmento 2 196 %Z Zn ]
C i to total d 1| == =1.. —
omprimento total da curva 5|9 | 27 <3>

Tabela 2.1: Comprimento da curva de Koch

por um tridangulo equildtero sem a base
k=k+1

Mivel 0 Mivel 1

ORI

Mivel 2 Mivel 3

1 8 L

Hivel 4 Hiwel 5

Figura 2.2: Diferentes niveis da construcao curva de Koch

2.1.2 Estudo da curva

Analisamos agora o nimero de segmentos, comprimento destes e o comprimento total
da curva em cada nivel da construgdo da curva de Koch (Figura 2.2), como estd anotado na
Tabela 2.1. Cada um dos itens citados na tabela pode ser representado através de uma fungao,
onde a variavel é o nivel da construcdo. Para mostrar a veracidade dessas funcoes, podemos

utilizar Indugao Finita [13].

Provaremos que o Comprimento total da curva (NV,,) em um nivel n >0 é :

()

No primeiro nivel, ou seja, para n = 0 temos:

4 0

De fato, no primeiro nivel, partimos de um segmento de comprimento unitario. Fixado k& > 0,



suponhamos por hipotese que o comprimento total N da curva no nivel & é:

()

Como em cada nivel, um segmento é substituido por 4 segmentos reduzidos de 1/3, neste nivel

a curva possui 4/3 do comprimento desta no nivel anterior, entdo a cada nivel multiplicamos o

comprimento por 3 Assim

4 4 7aNE 4 B+
Niy1 = gNk =3 <§> = <§> ,

completando a demonstracao.

As demais férmulas podem ser provadas de forma andloga, e sao deixadas a cargo do
leitor.

O fractal é o resultado de um nuimero infinito de niveis, ou seja, temos o fractal quando

n — o0o. Com isso, podemos obter algumas propriedades, tais como:

e O numero de segmentos tende para infinito:

lim 4" = 0o
n—oo

e O comprimento de cada segmento tende para zero:

Am oo =0

e O comprimento total da curva tende para infinito:

4 n
o (2 -

Dali, temos que, apesar do comprimento de cada segmento tender para zero, o comprimento total

da curva tende para o infinito.

2.1.3 Dimensao

A curva de Koch (Figura 2.3) tem dimensao fractal, que pode ser calculada por auto-

similaridade, como foi visto na Segdo 1.6. Para este cdlculo utilizamos a férmula (1.1).

Figura 2.3: Curva de Koch

Em cada nivel, como ja foi citado, um segmento desta curva é substituido por quatro,

reduzidos de 1/3. Assim por (1.1) , temos:



dim = _ln_4 = ln_4 =1,261859...
I 1 n3
"3

Portanto, a dimensao fractal dessa curva é aproximadamente 1,26. Isso significa que
apesar da curva de Koch nao ocupar toda a por¢ao do plano que a contém, é necessario mais

que uma simples curva (que usualmente tem dimensao 1) para conté-la.

2.1.4 Caracteristicas fractais da curva de Koch

Esta curva possui as principais caracteristicas citadas na Secao 1.5, como:

e Auto semelhanga: é possivel encontrar em cada nivel da curva de Koch quatro copias da
figura no nivel anterior, em tamanho reduzido, sendo que, para cada uma dessas quatro
partes ocorre o mesmo. Deste modo vemos que a auto semelhanca é encontrada em cada

parte da figura nao importando qual estd sendo observada.

e Estrutura fina: ndo importa o quanto ampliamos a curva de Koch, a quantidade de detalhes

que vemos continua sendo grande.

e Ficil construcao: como vimos na Secao 2.1.1 , o processo de obtencao da curva é simples

com apenas dois passos repetidos indefinidamente.

e Dificil descricao matematica: apesar da facilidade da construcao, nao existe uma funcao

analitica simples que descreva a curva de Koch.

2.2 Floco de Neve de Koch

O nome desse fractal vem da sua semelhanca com as representagoes geométricas feitas
de um floco de neve, como as encontradas em [1].

O Floco de Neve tem como figura inicial, ndo apenas um segmento unitdrio, mas sim um
triangulo eqiiildtero de lado unitério (Figura 2.4-Nivel 0). Cada lado do triangulo é substituido

por uma curva de Koch (Figura 2.3), formando o floco de neve de Koch.

2.2.1 Estudo do Floco de Neve

Vamos estudar o comprimento da curva do floco de neve e a drea delimitada por ela.

Comprimento da curva do floco de neve. A construcao do floco de neve parte de um
triangulo equilatero de lado unitario e cada um de seus lados é a base da construgao de uma
curva de Koch. Portanto o comprimento da curva do floco de neve é o triplo do comprimento
da curva de Koch que tende para infinito.
Area delimitada pelo floco de neve.

Nosso objetivo agora é determinar a area delimitada pela curva do floco de neve de
Koch.

A 4rea de um triangulo equilatero de lado £ é



AN

Nivel 0 Nivel 1
Nivel 2 Nivel 3

Figura 2.4: Niveis do Floco de Neve de Koch

Etapa 1121 3 4 .. n
Nimero de triangulos | 3 | 12 [ 48 [ 192 | ... | 3 x 47!

Tabela 2.2: Numero de triangulos inseridos em cada nivel

A construcao do floco de neve parte de um triangulo equildtero de lado unitario, ou
seja, de area
V3

A=Y
1

e cada um de seus lados é a base da construcao de uma curva de Koch.
Observe, conforme mostra a Tabela 2.2, que no nivel n da construgao do floco de neve

sdo inseridos 3 x 4"~ ! novos triangulos de lado £,, = 1/3" e 4rea

V3 1

que tende a zero quando n tende a infinito.

Consequentemente, a area delimitada pela curva de Koch é dada por

\/g - n—1
Ap = T+SZ4 A,

n=1

EREREE i

T4 a e (2.1)
V3 3 o= /4\"
- 2(150)

Note que



corresponde ao somatorio infinito de uma progressao geométrica (PG) de razao ¢ = 4/9, cujo
primeiro termo é a; = 4/9. Sabemos que, quando —1 < ¢ < 1, o somatério da PG converge
para a1 /(1 — q). Assim
4
S=-.
5

Substituindo em (2.1), temos que a area total da curva de Koch tende para

Ap= Y2
T 5 5

\f<1+3>:2—\/§.

Comparando a drea do triangulo inicial com a area do floco de neve, percebemos que o

triangulo inicial representa 5/8 da drea do fractal em questao.

Figura 2.5: Floco de Neve de Koch
O floco de neve de Koch (Figura 2.5) tem uma caracteristica incomum: uma drea finita
delimitada por uma curva de comprimento infinito.
2.3 Curva original de Peano

Giuseppe Peano (Figura 2.6), logicista e matemético italiano, nasceu em 27 de agosto
de 1858 em Cuneo, Sardenha. Estudou matematica na Universidade de Turim, onde foi professor
desde 1890 até a sua morte. Também lecionou na Academia Real de Artilharia de 1886 até 1901.

Figura 2.6: Giuseppe Peano

Peano criou um idioma internacional chamado latino sine flexione ou interlingua, com
um vocabulario bastante simplificado, baseado no Latim, Francés, Inglés e Alemao. Fundou a

Rivista di Matematica em 1891, publicada posteriormente em Francés e em interlingua. Em



1903 propods a interlingua como idioma auxiliar internacional e em 1908 foi eleito presidente
da Academia pro interlingua que transformou numa associacao cientifica, tendo como orgao de
expressao oficial a revista Schola et Vita. Morreu subitamente em Turim, a 20 de Abril de 1932.
Foi Peano que, em 1890, inventou as curvas que levam o seu nome e preenchem o plano, como

discutiremos a seguir.

2.3.1 Obtencao da curva

A construcao geométrica da curva de Peano é descrita a seguir e pode ser visualizada

na Figura 2.7.
Algoritmo 2 Construcao geométrica da curva de Peano

Dado: Segmento unitdrio e uma figura com nove segmentos
dita gerador (Nivel 1 da Figura 2.7).
k=0
REPITA INDEFINIDAMENTE
Substitua os segmentos da figura do Nivel k
pelo gerador reduzido pelo fator 1/3%
k=k+1

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Figura 2.7: Niveis da curva de Peano

A curva de Peano, sendo um fractal, s6 é obtida quando o niimero de niveis tende para

o infinito.

2.3.2 Estudo da curva

Deste fractal podemos retirar informagoes relativas ao nimero de segmentos, compri-
mento de cada segmento e comprimento total da curva em cada nivel de construcao do fractal.
Estas informacoes estao listadas na Tabela 2.3.

Se aplicarmos o limite quando n — oo vemos que o niimero de segmentos tende para o
infinito. Apesar do comprimento de cada segmento tender para zero, o comprimento total desta

curva tende para o infinito.

n—oo n—~o0 n—~o0

lim 9" = oo lim (%) =0 lim 3" =00



Nivel 11 2 3 4 n
Numero de segmentos 119 |81 |729 | 6561 | ... gn
1] 1 1 1 1\"
C i to de cad to|l1 || =| =| = | .. -
omprimento de cada segmento 519 | o7 g1 < 3)
Comprimento total da curva 11319 | 27 81 | ... 3"

Tabela 2.3: Estudo da curva de Peano

2.3.3 O preenchimento do plano

Na construgao deste fractal, substitui-se sempre um segmento por nove, reduzidos de
1/3. Calculando a dimensao pela férmula (1.1) para figuras com auto-similaridade estrita, como
foi visto na Secao 1.6 , temos:

In9
dim:n—:2
n

significando que a curva de Peano preenche a area do plano na qual é tracada.

2.3.4 Caracteristicas fractais da curva de Peano

Esta curva possui as principais caracteristicas citadas na Secao 1.5 , como:

e Auto semelhanga: A curva de Peano no Nivel 1 (Figura 2.7-Nivel 1) possui nove segmentos,
como as substitui¢oes sdo efetuadas em cada um desses, podemos encontrar miniaturas da
curva no Nivel 1 em nove partes do Nivel 2 (Figura 2.7-Nivel 2). Deste mesmo modo,

podemos encontrar nove miniaturas do Nivel 2 no Nivel 3, e assim sucessivamente.

e Estrutura-fina: ao ampliarmos a curva, nao importando o fator de ampli¢do, ndo perdere-

mos a quantidade de detalhes que ela possui;

e F4cil construcao: como vimos na Segao 2.3.1 , o processo de obtengao da curva é simples

com apenas um passo repetido indefinidamente.

e Dificil descricao analitica: nao conseguimos descrever esta curva através de simples fungoes

analiticas.

2.4 Curva de Hilbert

David Hilbert (Figura 2.8) nasceu em Kaliningrad no dia 23 de janeiro de 1862, na

Pruissia Oriental.

Figura 2.8: David Hilbert



Estudou na Universidade local e recebeu o titulo de Doutor (Doctor Philosophie Hu-
man) no ano de 1885. Comecou a lecionar em 1886 como Privadozent?. Em 1895 tornou-se
professor titular na Universidade de Gottingen. Em 1899 publicou os “Fundamentos da Geome-
tria”, que exerceu grande influéncia sobre a Matematica do século XX. Trabalhou com axiomas
da Matematica, Topologia, Equacoes Diferenciais, Célculo Variacional. Hilbert interessou-se
por todos os aspectos da Matematica Pura, contribuindo para a Teoria dos Numeros, Logica
Matematica, Equagoes Diferenciais e também para a Fisica Matemadtica, sendo considerado [1]
uma figura importante de transi¢do entre os séculos XIX e XX. Aos 81 anos faleceu, no dia 14
de fevereiro de 1943 na cidade de Gottingen, Alemanha. A curva de Hilbert foi estudada por

ele no ano 1891. Curva esta, que veremos a seguir.

2.4.1 Obtencgao da curva

Obtemos a curva de Hilbert utilizando a construcao geométrica descrita abaixo que

pode ser visualizada na Figura 2.9.
Algoritmo 3 Construcdo geométrica da curva de Hilbert

Dado: quadrado unitario sem a base, chamado gerador.
k=0
REPITA INDEFINIDAMENTE
k+1 1
1. Envolva o gerador por um quadrado auxiliar de lado [ = ok
i=0
O gerador deve ficar centrado neste quadrado auxiliar.

[\

. Divida o quadrado auxiliar em 4 quadrados iguais.

w

. Insira em cada um desses quadrados o gerador reduzido a metade,
colocando-o colado aos cantos do quadrado auxiliar, sendo que,
no quadrado inferior direito o gerador é rodado de 7/2,
e no quadrado inferior esquerdo o gerador é rodado de —m /2.
4. Retire o quadrado auxiliar, ficando com 4 miniaturas do gerador.
5. Ligue essas miniaturas por 3 segmentos formando uma poligonal continua.
6. A figura obtida é o novo gerador.
7. Faca k =k + 1.

2.4.2 Estudo da curva

A construcao da curva de Hilbert (Figura 2.9) nos revela algumas propriedades como
as que podemos observar na Tabela 2.4.
O fractal é o resultado de um numero infinito de niveis. Passando, entao, ao limite,

com n — 00, temos:
e O numero de segmentos tende para o infinito:

lim 4" —1 =0
n—oo

2Titulo equivalente a Professor Assistente.
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Tabela 2.4: Segmentos em cada nivel de construcao da curva de Hilbert.




e O comprimento de cada segmento tende para zero:

Jim oo =0

e O comprimento total da curva tende para o infinito:

4n+1__1 9
lim ———— = lim 2" — lim — = o0
n—00 on n—00 n—oo 2"

e O lado do quadrado auxiliar tende para 2:
n+1 1 o'} 1
Jim Y op =D gn =2
k=0 n=0

Este ultimo pode ser calculado como a soma infinita de uma progressdao geométrica

(PG), de razdo ¢ = 1/2 e cujo primeiro termo é a; = 1, que converge para:

2.4.3 Caracteristicas fractais da curva de Hilbert

As caracteristicas fractais citadas na Segdo 1.5 também sdo encontradas na curva de

Hilbert, tais como:

e Auto semelhanca: podemos encontrar quatro cépias do fractal, reduzidas pela metade, no

proprio fractal;

e Estrutura fina: ao ampliarmos a curva, nao importando o fator de ampli¢ao, nao perdere-

mos a quantidade de detalhes que ela possui;

e Ficil construcao: na Secado 2.4.1 vimos que apesar da complexidade da curva de Hilbert,

sua construcao é composta por alguns passos repetidos indefinidamente;

e Dificil descricao matemaética: a curva resultante possui um tracado que nao conseguimos

representar por uma funcao analitica simples.



Capitulo 3
Triangulo de Sierpinski

Josué Ervin Musial !

Waclaw Sierpinski, matematico polonés, nasceu em 14 de marco de 1882 em Varsévia
e faleceu em 21 de outubro de 1969. Foi professor na Polonia, nas cidades de Lvov e Varsévia.
Publicou 724 artigos e 50 livros. Suas areas de pesquisa predominantes foram a Teoria dos

Ntumeros e a Teoria dos Conjuntos.

Figura 3.1: Waclaw Sierpinski

Barbosa, em [1], menciona que Sierpinski apresentou, em 1916, um dos monstros ma-
temadticos, a curva de Sierpinski ou triangulo de Sierpinski, em seu trabalho Sur une courbe
cantorienne qui contient une image biunivoque et continue de toute courbe donnée.

Neste capitulo, discutiremos diferentes processos de construcao do tridngulo de Sier-

pinski, suas propriedades geométricas e caracteristicas fractais.

3.1 Processo por remocao de triangulos

Um processo bastante simples de construcao do tridngulo de Sierpinski é por remocao

de triangulos conforme descrevemos a seguir.

e Partimos de uma superficie delimitada por um triangulo qualquer. (Figura 3.2);

'PET - Programa Especial de Treinamento do curso de Matemética - UFPR, com apoio da SESu
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e marcamos os pontos médios de cada um dos trés segmentos que delimitam o triangulo;

e ligamos esses trés pontos médios e obtemos quatro triangulos, cujo lado é a metade do

lado do triangulo inicial e a area é i da area do triangulo inicial;
e retiramos o triangulo central;

e repetimos indefinidamente os trés ultimos passos com os triangulos restantes.

Construc¢io por remocio:

A L

Nivel 0 Nivel 1

An Ah

Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 3.2: Niveis de construcao do tridngulo de Sierpinski

A seguir descrevemos 0 mesmo processo numa linguagem mais algoritmica.

Algoritmo 4 Triangulo de Sierpinski - Processo de Remocao

Dado: Superficie delimitada por um tridngulo qualquer. (Figura 3.2 - Nivel 0).
k=0
REPITA INDEFINIDAMENTE
Marque os pontos médios de cada um dos trés segmentos que delimitam
os triangulos existentes no nivel k;
Una esses trés pontos médios, obtendo quatro tridngulos;
Retire o triangulo central;
k=k+1

A Figura 3.3 exibe uma imagem do triangulo de Sierpinski. Embora o fractal seja obtido
repetindo-se o processo, descrito anteriormente, indefinidamente, a construgao computacional
limita-se apenas aos niveis iniciais uma vez que a resolucao da tela grafica nao comporta o
detalhamento nos niveis mais altos. Entretanto, a figura obtida nos fornece uma boa aproximagao
da imagem fractal.

Um processo simplificado para obtencdo do tridngulo de Sierpinski seria substituir
cada superficie triangular por outra, do mesmo tamanho, porém vazada, conforme a Figura 3.4

e repetir esse processo indefinidamente.

3.2 Propriedades geométricas

O triangulo de Sierpinski apresenta uma estrutura bem simples e pode ser descrito como

uma infinidade de tridngulos encaixados, progressivamente menores. Para alguns, esta figura



Figura 3.3: Imagem do triangulo de Sierpinski

Comece com um triingulo sélido A .
A cada nivel substitua A por A

Figura 3.4: Construcao simplificada

traz consigo um aspecto mistico. Certamente, as simetrias presentes e a disposicao geométrica
dos triangulos fazem dele uma figura deslumbrante.

Fazendo-se uma analise mais cuidadosa da figura, as perguntas nao demoram a surgir:
“Quais as relagoes entre os tridngulos? Quais propriedades trazem consigo? ”

O processo de obtencao do tridngulo de Sierpinski por remoc¢ao nos permite analisar o

nimero de tridngulos, o perimetro e a area da figura obtida nos diferentes niveis da construcao.

3.2.1 Numero de tridngulos

Observamos na Tabela 3.1 o nimero de tridngulos que compdem a figura em cada nivel
da construcao. Podemos demonstrar, por inducao finita, que, no nivel k£ > 0 de construgao do

triangulo de Sierpinski, o nimero de triangulos, denotado por Ny, é dado por:

N, = 3% (3.1)
De fato, no nivel inicial n = 0 temos:
No=3"=1
Nivel 0O(112]3]..]k
Numero de triangulos | 1 [ 3927 | ... | 3F

Tabela 3.1: Numero de triangulos no nivel k.



que €, justamente, o nimero de tridngulos nesse nivel. Fixado k > 0 consideremos por hipétese

que o ndmero de triangulos no nivel k é
N, = 3~

Como a cada nivel um triangulo da origem a outros trés triangulos, de um nivel para a seguinte

o numero de triangulos é triplicado, ou seja, para k + 1 teremos:
Njy1 = 3N, = 3(3F) = 3k +1

conforme queriamos demonstrar.
Como na construcao do triangulo de Sierpinski o nimero de niveis tende a infinito, o

numero de triangulos também tende a infinito, ou seja,

N = lim Nj, = lim 3* = 0.

k—oo k—oo

3.2.2 Perimetro

Vamos discutir agora o perimetro de cada um dos triangulos obtidos em cada nivel da
construgao do triangulo de Sierpinski. Posteriormente, calcularemos a soma do perimetro dos
3% tridangulos no nivel k. Finalmente, discutiremos a soma do perfmetro dos triangulos da figura
como um todo.

Por razoes de simplicidade, partiremos de um triangulo equilatero de lado ¢. A Tabela

3.2 mostra o lado e o perimetro de cada triangulo no nivel k.

Nivel 0|1 2 3| ... k

/ 14 L /

i to do lad | = =] = =
Comprimento do lado 5 n 2 o
30| 30| 3¢ 3¢

Perimetro do triangulo | 3¢ S 17 l3 o7

Tabela 3.2: Perimetro dos triangulos em cada nivel.

Podemos demonstrar por inducao finita, analogamente ao que fizemos para o niumero

de triangulos, que o perimetro de cada triangulo no nivel k denotado por T}, é

3¢

Como vimos em (3.1) o niimero de tridngulos no nivel k é 3%, portanto a soma dos perimetros

3 k

O tridangulo de Sierpinski é obtido fazendo-se o nivel k tender a infinito. Assim, a soma dos

dos triangulos no nivel k é



perimetros dos tridangulos é

3 k
im P.= lim 3 <—> { = o0,
k—+o00 k—+o00 2

3
pois 5 > 1e £ > 0 ¢é um numero finito fixo. Logo, o perimetro aumenta indefinidamente a

medida que avangamos nos niveis de construgao do tridngulo de Sierpinski.

3.2.3 Area

Considerando a area do triangulo inicial como uma constante Ay, apresentamos na

Tabela 3.3 a area de cada triangulo no nivel k. Ou seja, a adrea de cada tridngulo no nivel k serd

Nivel 0 1 2 3 k

) 1 1 1 1\*
A iangulo | A - | A — ] A — | A | ... -] A
rea de cada triangulo 0 <4> 0 (16) 0 <64> 0 <4> 0

Tabela 3.3: Area dos triangulos em cada nivel.

1\ F
Ap,=1-| A
= (3) 4

o que pode ser demonstrado por inducéo finita. Assim, a soma das dreas dos Ny, = 3¥ triangulos

no nivel k, denotada por Sy, sera:

L (1) 3\"
Sk = NkAk =3 Z Ao =1\ - Ao.

Entao

3 k
lim Sk = lim <—> Ao = 0,
k—+o00 k—+o0o \ 4

3
pois 1 < 1e Ag > 0 é um numero finito fixo.
Observamos entao que a area total de todos os tridangulos tende para zero enquanto

que o perimetro aumenta indefinidamente.

3.3 Caracteristicas fractais

O triangulo de Sierpinski é uma figura fractal, pois apresenta todas as caracteristicas

fractais que mencionamos no primeiro capitulo, ou sejam:

e estrutura fina,

auto-similaridade estrita,

simplicidade na lei de formacao,

e 0 processo de construcao é repetitivo,

o fractal nao é descrito de modo analiticamente simples.

A dimensao do triangulo de Sierpinski sera discutida a seguir.



3.3.1 Dimensao fractal

Entre as caracteristicas dos fractais falaremos agora da dimensao fractal ou espacial
do triangulo de Sierpinski, que por ter auto-similaridade estrita, pode ser calculada pela formula
(1.1)

Neste caso, n = 3 pois o nimero de triangulos é triplicado de um nivel para outro e o fator de
semelhanga entre esses triangulos é » = 1/2, pois o comprimento do lado de cada tridngulo é

reduzido em cada nivel & metade. Temos entao

In3
D=—~1
2 , 585

que significa que o triangulo de Sierpinski ocupa mais espaco que uma curva e menos espaco que
uma figura bidimensional convencional, como um triangulo cheio.
Por outro lado, o tridangulo de Sierpinski é uma curva, portanto tem dimensao to-
poldgica 1, estritamente menor que sua dimensao espacial, o que o caracteriza como um fractal.
Veremos na préxima se¢ao outros processos de construgao do tridngulo de Sierpinski o

que o evidenciard como uma curva.

3.4 Outros processos de construgao

Veremos nesta secao diferentes processos de obtencao do mesmo fractal: o tridangulo de
Sierpinski.
3.4.1 Curva de Sierpinski

Para obtermos a curva de Sierpinski, partimos de uma figura inicial, que chamamos de

gerador obtida da seguinte forma:

e Consideramos inicialmente um triangulo eqiiilatero. Fixamos um dos lados como base e

nos dois outros lados marcamos os pontos médios.

e Tomamos apenas trés segmentos. Dois que tém como suporte os lados do triangulo
eqiiilatero, iniciando nas extremidades da base e se estendendo até os pontos médios e

outro segmento que une os pontos médios.

VAV

Trifingulo egiiilatero Gerador

Figura 3.5: Gerador da curva de Sierpinski

A partir do gerador, obtemos a curva de Sierpinski repetindo, indefinidamente, o pro-

cesso descrito a seguir:

1

e Substituimos cada segmento do gerador pela figura do nivel anterior reduzida do fator 3

de modo conveniente como na Figura 3.6.



Gerador Etapa 1

Figura 3.6: Curva no nivel 1

Numa linguagem algoritmica poderiamos descrever o processo de construgao da curva

de Sierpinski da seguinte forma:

Algoritmo 5 Curva de Sierpinski.

Dado: gerador (Figura 3.5).
k=0
curva(k)=gerador.
REPITA INDEFINIDAMENTE
curva(k 4+ 1)=curva obtida substituindo, de modo apropriado, cada
segmento do gerador pela curva(k) reduzida do fator 1/2.
k=k+1.

Etapa 1 Etapa 3

Al .ivi ABADALADAD

Ftapa 5 Eapas
Figura 3.7: Diferentes niveis de obtengao da curva de Sierpinski

A continuidade da construcdao da Curva de Sierpinski, fazendo-se k tender a infinito,

resultara no triangulo de Sierpinski (Figura 3.3).

3.4.2 Sorteio de pontos

Um outro método para construir o triangulo de Sierpinki é pelo sorteio de pontos
que discutiremos nesta secao. Embora nao tenha o apelo geométrico explicito do processo por
remocao de triangulos, o método por sorteio de pontos é simples, de facil implementacao e

bastante interessante. O método pode ser descrito da seguinte forma:

e Escolha k£ > 1000 um nimero suficientemente grande;

Escolha trés pontos A, B, C néo colineares;

Escolha um outro ponto D qualquer;
e Faca um sorteio entre os pontos A, B, C;

e Marque o ponto médio da distancia entre o tltimo ponto marcado e o ponto sorteado;

Repita os dois ultimos passos k vezes;
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Figura 3.8: Tridngulo de Sierpinski construido por sorteio de pontos.

e Exclua os 50 primeiros pontos.

A Figura 3.8 mostra o resultado obtido para diferentes escolhas de k e tem-se uma boa
imagem do triangulo de Sierpinski. E de se esperar que quanto maior for o valor de k, melhor
serd a imagem resultante pois o tridngulo de Sierpinski é obtido fazendo-se k tender a infinito.
Entretanto, pelas limitagoes da resolucao gréafica do computador, consideramos que nao adianta
escolhermos o valor de k superior a um certo valor, digamos, um milhao.

A escolha dos pontos iniciais A, B e C determinarao o formato do tridngulo que contém

o fractal. Uma sugestao é de que A, B e C sejam vértices de um tridngulo equilatero.

3.5 Variacgoes do triangulo de Sierpinski

Se no algoritmo estabelecido na Secao 3.4.2 utilizarmos, em lugar do ponto médio, um
processo diferente de obtencao dos novos pontos, geramos variantes do tridngulo de Sierpinski,

tais como as ilustradas nas Figuras 3.9 e 3.10.

Figura 3.9: Variante do triangulo de Sierpinski.



Figura 3.10: Variante do triangulo de Sierpinski.

A primeira delas possui uma beleza geométrica produzida pela seqiiéncia de tridngulos
deslumbrante para os nossos olhos.

Se olharmos para os espacos em branco da segunda vemos figuras com o formato de
leque. Agora, se olharmos para as partes escuras, aparece diante dos nossos olhos figuras muito

parecidas com colunas de antigos templos.



Capitulo 4
Fractais circulares

Roberta Paye Bara !

O estudo dos fractais circulares nao é muito difundido, apesar das figuras possuirem
uma grande beleza plastica. Estes fractais sdo obtidos, normalmente, por um processo repe-
titivo, relativamente complexo, que envolve figuras circulares, incluindo tangéncias de retas e
circunferéncias. H4 registros do estudo da tangéncia de circunferéncias provenientes do gedbmetra
Apolénio de Perga (aproximadamente 262-190 a.C.). Apolonio, grande matemético grego, nas-
ceu em Perga, na Panfilia, sul da Asia menor, e estudou em Alexandria. Escreveu um tratado

sobre coOnicas, e é atribuida a ele a invencao do relégio solar.

Figura 4.1: Apoloénio de Perga

H4 indmeros fractais que utilizam circulos em sua construgdo como: medalhao do
farad, tetracirculo, fractal circuntexto, mandalas, entre outros. O fractal tetracirculo, também
chamado circuntexto, é obtido por um processo de preenchimento apoloniano, e para mais
informagoes, consulte [12].

Apresentaremos, neste texto, o tetracirculo e o medalhao do faradé que usa em sua

construgao o processo de inversao descrito a seguir.

4.1 Processo de Inversao

Consideremos uma circunferéncia de centro O e raio R, e um ponto P arbitrario.
Denotemos d a distancia entre O e P, e s a semireta de origem O passando pelo ponto P. O

ponto P; pertencente a semireta s e cuja distancia ao centro O é
R2
d’

niciacdo cientifica voluntéria - curso de Matemética - UFPR

dy = (4.1)
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é o ponto inverso de P. O circulo de centro O e raio R ¢é dito circulo inversor. O centro desse

circulo é dito polo.

Figura 4.2: Inversao

Algumas propriedades da inversao.

A inversao é reciproca, ou seja, se P; é o inverso de P, entdao P é o inverso de Py, pois

R? R?
4y = ¥ d="2
R a;

Consequentemente, o inverso do inverso de um ponto é o préprio ponto.

O inverso de um ponto no infinito é o préprio centro do circulo inversor. Considerando
um ponto P no infinito, pela relagao (4.1), temos:
R2
di=lim — =0
! d

d—oo
e, portanto, P; = 0.

O inverso de um ponto P na circunferéncia do circulo inversor é o préprio ponto P, pois
da relacao (4.1) temos
R2
dl — f — R

Os pontos com essa propriedade, ou sejam, os pontos que pertencem a circunferéncia do

circulo inversor sao ditos auto-reciprocos.

O inverso do centro do circulo inversor é um ponto no infinito, o que segue das duas

propriedades anteriores.

O inverso de uma reta tangente ao circulo inversor é uma cicunferéncia de diametro igual

ao raio do circulo inversor (Fig. 4.3 da esquerda).

O inverso de uma reta nao tangente e nao secante ao circulo inversor é uma circunferéncia
que passa pelo centro O, com didmetro menor do que o raio do circulo inversor (Fig. 4.3

da direita). Vale a reciproca.

Uma reta secante r corta o circulo inversor em dois pontos A e B (Fig. 4.4), estes pontos

sao auto-reciprocos. O inverso dos pontos da reta r que estdao a uma distancia muito



Figura 4.3: Inverso da reta r.

grande do centro O (os pontos extremos da reta cuja distancia ao centro tende ao infinito),
coincidirao com o centro do circulo inversor. Enquanto que, os pontos da reta que estao
contidos entre os pontos A e B e sao internos ao circulo, terdo o inverso nao contido ao
circulo inversor respeitando a equagdo (4.1). Logo o inverso da reta secante ao circulo
inversor é uma circunferéncia secante ao circulo inversor nos pontos A e B (em funcao de

que A e B sao auto-reciprocos), e que passa pelo polo.

A‘ \B P

Figura 4.4: O inverso da reta secante r é a circunferéncia c’.

e Uma reta r que passa pelo polo é auto-reciproca, ou seja, o seu inverso é uma reta r’

coincidente com r (Fig. 4.5 da esquerda).

0lo |

Figura 4.5: Reta auto-reciproca e inverso da circunferéncia c.

e Considere uma circunferéncia ¢ concéntrica ao circulo inversor, com raio menor que o raio
deste. O inverso de ¢ serd uma circunferéncia ¢’ de centro O e raio maior que o raio do

circulo inversor (Fig. 4.5 da direita).



e O inverso de uma circunferéncia c interna ao circulo inversor, com didmetro menor que
o raio do circulo inversor (Fig. 4.6), serd uma circunferéncia ¢’ externa ao circulo in-
versor com raio maior que deste. H& uma relacdo de homotetia que remete a algumas

caracteristicas mencionadas neste ultimo caso de inversao.

403(’

Figura 4.6: Homotetia.

Combinagoes de inversoes. A inversao de retas paralelas que nao passam pelo centro do
circulo inversor gera uma figura de grande beleza estética, caracterizada por circunferéncias

tangentes entre si no polo O, conforme ilustrado na Fig. 4.7.

Figura 4.7: Inversao de retas paralelas.

Se tragarmos dois conjuntos de retas paralelas, perpendiculares entre si, o seu inverso
¢ uma figura formada por circunferéncias que se intersectam no polo O, como as pétalas de uma

flor conforme Fig. 4.8.

Figura 4.8: Inversao de retas paralelas com retas perpendiculares.



4.2 Medalhao do Farad

Uma figura interessante obtida com os recursos da inversao é o medalhao do farad.
Partimos de duas retas horizontais a e b que tangenciam um circulo c¢. A inversao das retas, em
relacao ao circulo de centro O, produz dois circulos a’ e b’ que se tangenciam em O. O circulo

¢ inverte-se como o circulo ¢/, conforme ilustra a Fig. 4.9.

& Formi [l
=1olx]|

circulo inversor

Figura 4.9: Base para o medalhao do farad.

Se dispusermos uma sequéncia de circulos entre as duas retas a e b de forma a tangencia-
las e também tangenciando-se entre si, sua inversao produzird uma série de circulos tangentes

entre si e aos dois circulos a’ e b’ originados pela inversao das retas paralelas, conforme Fig. 4.10

w, Form1 o [=1)

Figura 4.10: Inverso de uma sequéncia de circulos tangentes a duas retas.

Se em lugar de circulos simples partirmos de uma sequéncia de figuras formadas como

o padrao ilustrado na Fig. 4.11 da esquerda, obteremos uma composi¢ao mais sofisticada, como



se vé na Fig. 4.11 da direita, ao qual damos o nome de Medalhao do Farad.

Figura 4.11: Figura bésica e Medalhao do Farad.

4.3 Fractal Tetracirculo

O Tetracirculo, ilustrado na Fig. 4.12, possui as caracteristicas anteriormente menci-
onadas na Secao 1.5, como auto-similaridade e estrutura fina. E construido a partir de uma
circunferéncia com quatro circunferéncias tangentes entre si em seu interior. E no interior de
cada uma dessas quatro primeiras circunferéncias, sdo inscritas mais quatro circunferéncias tan-

gentes entre si, e assim sucessivamente.

Figura 4.12: Tetracirculo.

4.3.1 Propriedades geométricas

Considere R o raio da circunferéncia original e r o raio da circunferéncia na etapa
seguinte. Queremos obter uma relagao entre os 2 raios. Chamando de z a distancia entre o
centro da circunferéncia inicial e o centro de uma das circunferéncias obtidas na etapa seguinte,

da Fig. 4.13, temos que:

=22 z=rV2

Portanto,
R=r+z=r(1+V?2)



Figura 4.13: Tetracirculo no nivel 1.

e consequentemente

R

r= T (4.2)

Considerando Ry o raio da circunferéncia no nivel 0, na etapa seguinte o raio sera:

Ry
1++2

Ry

(V2+ 1)

O ntmero de circunferéncias (Cj,) no nivel n dependerd do ntimero de circunferéncias

R, =

e o raio no nivel n sera:

n

inscritas tangentes entre si (4) e do nivel n onde se deseja calcular,
C, =4".

A tabela a seguir mostra o numero C,, e o raio R,, das circunferéncias no nivel n:

nweln || C, R,
0 1 Ry
R
1 4 Ry = TO\@
0
2 16 Ry = a +R\/§)2
0
3 64 Rs = a +R\/§)3
0
4 256 || Ry = a +R\/§)4
0
5 1024 || Rs = 11 V2P

Demonstracao por indugao finita. Vamos provar por inducao finita [13] que o valor do raio
de cada circunferéncia no nivel n é
Ry
R,=——. 4.3
A+ v2)r (43

Vemos que para n = 0 a proposi¢ao é verdadeira. Suponhamos que o raio da circun-



feréncia no nivel k seja

Rk:m.

Usando (4.2) e a hipdtese de indugao, temos

R:szlx[Ro]: Ro
IRV T VR L0 VRE] T (e vy

conforme querfamos mostrar. Como a equacao (4.3) vale para n = 0, e provamos a inducao,
temos que (4.3) vale para qualquer natural n > 0.
Apés encontrar a relacdo entre R, e Ry serd mais facil encontrar o perimetro para

qualquer nivel n.
Perimetro do Tetracirculo. O perimetro total (P;) no nivel n é igual ao nimero de circun-
feréncias no nivel n, (C,), multiplicado pelo comprimento da circunferéncia no mesmo nivel.
Como o perimetro de uma circunferéncia de raio r é 27, o perimetro P, de um circulo no nivel
né
Ry
P,=21n|——+—
(1++2)n

e o comprimento total

Pt:CTLXPTL: X27T><Ro

4 n
[1 +V2 ]
Como o fractal é obtido por processos iterativos com o nimero de iteragoes n tendendo

ao infinito, calculamos o perimetro como

lim {[i] ><27T><R0}:oo
n—oo | |14 V2

ou seja, o perimetro do Tetracirculo tende ao infinito.



Capitulo 5

Galaxias

Fabio Luiz de Melo !

5.1 Introducao

Sabemos que, além de imagens deslumbrantes para serem apreciadas, os fractais sao
utilizados muitas vezes para descrever algum evento cadtico ou para explicar fené6menos da
natureza, como por exemplo o formato de nuvens, montanhas, galdxias, etc. No presente capitulo
serao apresentados dois processos de geracao de imagens galdcticas. No primeiro processo,
construiremos uma “galaxia virtual”, figura incrivelmente similar a imagem de uma galdxia
verdadeira. J4 no segundo processo, veremos que a imagem gerada possui algumas caracteristicas
e propriedades que geralmente sao atribuidas aos fractais. Como os fractais sao figuras de grande
complexidade, cabe ressaltar que o computador é o tnico instrumento capaz de reproduzir

imagens que representam as figuras fractais [14].

5.2 Sistemas de coordenadas no plano

Além das coordenadas cartesianas x,y de um ponto no plano, usaremos também as

coordenadas polares p, 6 (Fig. 5.1). Entre esses sistemas prevalecem as relagoes:

P

Figura 5.1: Coordenadas polares.
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xr = pcosf p = r2+y?
y = psiné 0 = arctgg
T

5.3 A galaxia virtual

5.3.1 Construgao de espirais

A primeira etapa para a geracao de uma galdxia virtual consiste na construcao de espi-
rais. Dado um ponto P de coordenadas polares (d, ), incremento de angulo df, um parametro
ds > 0 e um fator de redugdo 0 < f < 1, queremos determinar as coordenadas (d’,0’) de um

ponto P’ a uma distancia ds do ponto P, de modo que

o 0 =0+db
o ds=d xdb
e d =dxf.

=

X

o
Figura 5.2: Base para construcao da espiral.

Repetimos o processo descrito acima ponto apds ponto. O fator f < 1 faz com que os
pontos obtidos fiquem cada vez mais proximos da origem do sistema. Obtendo-se a quantidade
de pontos adequada conforme a repeticao do processo listado acima, basta tracar pequenas
circunferéncias, centradas em cada um destes pontos, com raio menor que a distancia entre dois
pontos consecutivos e maior que a metade dessa distancia, ou seja, % < r < ds. Assim obtemos

uma espiral formada por circulos, conforme Fig. 5.3.

Figura 5.3: Esqueleto de espiral de um braco.



Na segunda etapa de construcao da nossa galaxia virtual, tomaremos n espirais posici-
onadas em regioes simétricas do plano. Na Fig. 5.4 temos um “esqueleto” de uma galdxia de 2

bragos.

Figura 5.4: Esqueleto de espiral de 2 bragos.

5.3.2 Introducao de aleatoriedade

Como o objetivo deste trabalho é gerar uma imagem capaz de imitar o aspecto de
uma galaxia verdadeira, temos que substituir os pequenos circulos de centro (d,#) que formam

—0.5d pontos dispostos aleatoriamente na regido circular. Deste

as espirais conjuntos de 140e
modo faremos com que a quantidade de pontos diminua exponencialmente do centro para a
extremidade das espirais. Produzimos entdao uma figura plana que representa uma imagem

incrivelmente similar a uma galaxia verdadeira, conforme mostra a Fig. 5.5.

Figura 5.5: Galaxia

Se quisermos observar a galdxia de modo que o seu palno nao esteja perpendicular a
linha de visao, teremos de acrescentar-lhe uma terceira dimensao, de modo a tornar perceptivel
a sua espessura.

Vista de perfil, conforme ilustrado na Fig. 5.6 , a silhueta da galdxia deve aparecer
confinada entre dois contornos, um superior e outro inferior, com a forma de sino caracteristica

da curva de Gauss.

5.4 A distribuicao das galaxias

A humanidade sempre foi fascinada pelo céu noturno, com a infinidade de estrelas e

com os brilhantes planetas. Para os especialistas em astronomia e astrofisica, o problema da



Figura 5.6: Galaxia com aspecto tridimensional

distribuicdo das galdxias permanece uma questao secunddria, pois a distribuicdo da matéria
celeste ¢ irregular e hierarquizada, como indica a observacao a olho nu e confirma o telescopio.
Pelo contrario, a paradoxa idéia de que as galdxias se repartem pelo Universo de maneira
praticamente uniforme foi usada por Fdmund Edward Fournier d’Albe para criar o seu modelo
de Universo, que inclui inevitavelmente os conceitos de objeto e dimensao fractal [12].
O universo hierarquico estrito de Fournier. Consideremos 5 pontos, formando os 4 cantos
de um quadrado e seu centro. Acrescentamos 2 pontos, posicionados respectivamente por cima
e por baixo da folha de papel, na vertical do centro e & mesma distancia deste que os quatro
cantos do quadrado inicial. Os 7 pontos obtidos formam um octaedro regular centrado. Com
uma razao r = 1/7, tomaremos 7 réplicas da figura inicial (octaedro regular) e centramos sobre
cada um dos 7 pontos obtidos anteriormente. Uma vez repetido infinitamente este procedimento
vamos obter varios amontoados de pontos, cuja imagem pode ser comparada a um luminoso céu
noturno. A Fig. representa a projecdao no plano do papel do modelo de Fournier indicando 2

iteragoes.

Figura 5.7: Modelo de Fournier.

Do modelo de Fournier destacamos:

e Numero de pontos P, na etapa n

49 Logo: P, = 7"+!

7n+1




e Razao de semelhanca R na etapa n
o B

0
1
2
n

Logo: Rn:%n

\:1|,_. JS|,_. ENTTEY

e Dimensdo fractal (de auto-semelhanca). Como cada octaedro é transformado em outros 7
de uma iteracao para outra (n = 7) com um fator de semelhanga r = 1/7, temos, conforme

(1.1) que a dimensao desse fractal é

Inn In7
= = ——— =1.
Inr 1 1
n_
7

5.5 Consideracoes finais

Pode-se concluir que assim como as galaxias, os fractais de modo geral sao educativos,
pois ilustram muitos conceitos matemdticos. E certamente a apreciacdo das belas imagens
graficas proporcionadas por esses processos de geracao de imagens galdcticas, pode estimular
outros estudantes a pesquisar textos de matemaética, a fim de compreender os conceitos abstratos

que possibilitam esses fascinantes efeitos visuais.



Capitulo 6
Fractais gerados por IFS

Suzana do Prado !

Os fractais podem ser construidos a partir de diferentes métodos. Um desses métodos
é o “Sistema Iterativo de Funcgoes”, conhecido como IFS (do inglés, Iterated Function System),
desenvolvido a partir de 1986 pelo matemadtico inglés Michael Barnsley [2], um dos pioneiros da
ciéncia dos fractais.

O método IFS é um processo de geracao de fractais baseado em transformacoes afins,

portanto, falaremos um pouco sobre transformacao linear [10] e transformagao afim [7].

6.1 Transformacao Linear

Definicao 6.1 Uma transformacao T : R™ — R™ € chamada linear se:
o T(u+v)=T(u)+T(v), Vu,v € R"

o T(Au) = AT(u), YA eR,ueR”

A definicdo acima pode ser generalizada para espacos vetoriais quaisquer. O leitor
interessado pode consultar [10].

Segue diretamente da defini¢ao que, se T é uma transformagao linear, entao 7'(0) = 0,
ou seja, o vetor nulo de R™ é levado, pela trasnformacao T', no vetor nulo de R™.

Exemplos:

T :R? - R?

1) T(z,y) = (z,y)

2) T(x,y) = (bx — 3y, 2x + 9y)

E facil ver que esses dois exemplos verificam as propriedades das transformacoes line-
ares.
Operacoes com transformacoes.

Considere A € R, F;G : R" — R™ e H : R™ — RP transformagoes lineares. FEntao,

também sao lineares:

e F+G:R"—=R" com (F+G)(u) = F(u) + G(u), Yu € R™;

IPET - Programa Especial de Treinamento do Curso de Matemética - UFPR, com apoio da SESu
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o \F:R" — R™ com (A\F)(u) = AF(u), Yu € R";

¢ HoF:R" — RP com (H o F)(u) = H(F(u)), Yu € R".

Para representar a composi¢ao de uma transformagao 7' : R — R™ consigo mesma,
podemos usar a seguinte notacao:

T = T(u)

7% = T(T(u))

7% = T(T(T(u)))

T =T(T(T...(T(w)))) Yu € R™.
Podemos dizer também que estamos aplicando iterativamente a transformacao T em u.
Nicleo de uma transformacao linear.

O nucleo de T : R™ — R™, denotado por N (T), é o conjunto de todos os vetores u de

R™ tais que T'(u) = 0, ou seja,
N(T)={ueR" | T(u) =0}.

Imagem de uma transformacao linear.
A imagem de T, denotada por Im(T'), é o conjunto de todos os vetores v de R™ para

os quais existe um vetor v de R™ com v = T'(u).
Im(T)={veR™|JueR" comv="T(~u)}

Transformacgao linear nao-singular.
Uma transformacao linear 7' : R" — R" é dita nao-singular se T'(u) = 0 se e somente
se u = 0, isto é, se o nicleo de T for {0}.
Matriz de uma transformacao linear.
A toda transformacao linear T' : R® — R™ associamos uma matriz A € R™*" tal que,
para todo u € R"
T(u) = Au.

A j— ésima coluna, aj, da matriz A é dada por a; = T(e;), onde {ej,e2,...,e,} é a base
canoOnica de R™.

Assim, a uma transformacio linear T : R? — R? associamos uma matriz

()

tal que

6.1.1 Exemplos de transformacoes lineares do plano no plano

Daremos alguns exemplos de transformacoes lineares 7' : R? — R? que serdo titeis mais

adiante.



Identidade.

T 1 0 T
wen-enn(1)-(21)(3)

Esta transformacao leva cada vetor nele préprio.

Reflexao em torno do eixo Ox.

T 1 0 T
e 1(2)-(0) ()

Figura 6.1: Transformacgao Identidade e Reflexdo em torno do eixo Ox

Reflexao em torno do eixo Oy.

T -1 0 x
oo o 7(2)=(20)(2)

Reflexao na origem.

T -1 0 x
e (1) 2)(6)

U win)

Y

Figura 6.2: Reflexao em torno do eixo Oy e Reflexao na origem

Reflexao na bissetriz dos quadrantes impares.

T 0 1 T
s 1()-(12)()



Escalamento.

Dado o € R um fator de escala

T(z,y) = a(z,y) ou T(a;):(a 0)(3:)
Yy 0 « Yy

¢é a transformagao linear que faz o escalamento.

Se |a| = 1 recaimos em transformacoes ja discutidas, ou seja, se a = 1, a transformagao
é a identidade. Por outro lado, se & = —1, teremos a reflexdo na origem. Os casos interessantes
sao aqueles em que |of # 1.

Se a € (0,1), a transformacao é chamada contragdo e « o fator de contracdo. As
contracoes sao fundamentais para gerar fractais pelo método IFS, como veremos mais adiante.

Se a > 1, a transformagao é chamada expansao e « o fator de expansao.

Se a € (—1,0), teremos a composi¢ao de duas transformagoes, a contracao e a reflexao
na origem. Por sua vez, se a < —1, teremos a composicao de duas transformacoes, a expansao

e a reflexao na origem.

Figura 6.3: Reflexdo na bissetriz e Contragao

Rotacao de um angulo 6.

Dado um angulo 6 € (—m, ),

T z ) cost) —senb T
Y ~\ senf  cost Y

¢é a transformacao que faz a rotagao de 6.
Translagao (nao-linear).
Dado 8 = (e, f) um vetor de R?

x 10 x €
T(z,y) = (z,y) + (e, f)  ou T(y):<0 1)<?J)+<f)

é a translagao. Note que se (e, f) é o vetor nulo, entdo T' é a identidade. Por outro lado, se
(e, f) # (0,0), entdao T(0,0) # (0,0), e T é uma transformacao NAO linear.
6.2 Transformacgao afim

Definicao 6.2 Se w : R® — R" € da forma w(u) = T'(u) + [, onde T € uma transformagao

linear nao-singular e B € um vetor do R™, entdo w € chamada de transformacao afim.



~ @ Flm)

Figura 6.4: Rotacao e Translagao

Observe que uma transformacao afim é a soma de uma transformacao linear com uma
translacao, e portanto é, em geral, nao linear.

Por outro lado, toda transformacao linear é uma transformacao afim, basta considerar-
mos (8 como o vetor nulo, ou seja, 5 = 0.

A transformacio afim w : R? — R? pode ser escrita, na forma matricial, como

(-0 ()

onde a,b,c,d, e, f sao escalares.

6.3 Sistema Iterativo de Funcoes

No método IFS os fractais sdo definidos como o limite do processo iterativo de um
conjunto finito de tranformacoes afins que sao aplicadas em uma figura inicial arbitraria. Essas
transformagoes afins devem, necessariamente, envolver contragdes. O formato da figura, em que
sao aplicadas as transformacoes, nao interfere na forma final do fractal. A forma do fractal
depende do conjunto de transformacoes.

Os fractais podem ser definidos num espago métrico qualquer, no entanto, por simplici-
dade, vamos nos restringir ao R?. Para definir formalmente os conceitos relacionados ao método
IFS é altamente recomendédvel um estudo de espacos métricos. Com certo abuso de notacao,
definimos a seguir fractal gerado pelo método IFS.

Considere A C R? um conjunto inicial e N contracdes w; : R? — R? com fator de

contragio 0 < a; < 1 (i = 1,--- , N). Definimos W : R? — R? como sendo
N
W(A4) = [Jwi(4)
i=1

onde w;(A) = {w;(z)|x € A} é a imagem da transformacgao w; quando aplicada aos vetores de
A.

Assim, W também serd uma contragao, com fator « = maz{«a;,i =1,--- ,N}.

Definicao 6.3 Um fractal gerado por IFS é um conjunto X C R? definido por
X= lim W™ (A).

n—-+o0o
A grosso modo, a Defini¢ao 6.3 nos diz que para gerarmos um fractal basta aplicarmos
iterativamente o conjunto das contragoes w; a um conjunto qualquer A. Na proposicao a seguir

mostramos que o fractal é o ponto fixo desse conjunto de contragoes.



Proposicao 6.4 Um fractal X do tipo IFS € o ponto fizo de uma contracdo W, ou seja,
W(X)=X.
Prova. Por definicao, um fractal X é

X = lim W™ (A).

n—-—+00
Assim,
W(X) =W( lim WM (4)) = lim WWwm(A) = lim wrth(4) = X,
completando a prova. [l

6.4 Exemplos de fractais gerados por IFS

Comecaremos com um exemplo de fractal que é um subconjunto de R, ou seja, as

transformagoes afins utilizadas na sua construcao sao de R em R

6.4.1 Conjunto de Cantor

No Capitulo 1, vimos as construgoes numérica e geométrica do Conjunto de Cantor.
Agora veremos a construgao do mesmo fractal pelo método IFS.

O conjunto de Cantor é obtido a partir de duas transformacoes:

wy(x) =

wl
8

8
+

Wl
Wil

wo(x) =

A transformagao wy é a contragdo de um fator 1/3; ja a wo além da contragao de 1/3,
faz a translacdo de 2/3 unidade para a direita.

Essas transformacgoes podem ser esquematizadas como segue:

1
wi(:z):ga;—i—ei, i=1,2

onde e; assume os valores dados na tabela abaixo:

) (3
0
21 2/3

Dado A C R, considere W(A) = wi(A) Uwz(A). O Conjunto de Cantor K é definido
como

K= lim W™ (A).

n—-—+00
Na Figura 6.5 representamos algumas etapas do processo iterativo da construcao do
fractal, tomando A como um segmento de reta unitario. O fractal s6 é obtido quando o niimero

de composicoes da transformacao W consigo mesma tende a oo, ou seja, quando o nimero de



iteracoes tende a co. Dessa forma, a Figura 6.5 é apenas uma imagem do Conjunto de Cantor

ja discutido no Capitulo 1.

I A (Nivel 0)

] I V(A (Nivel 1)
— — — WA (Nivel 2)
- - - . - - O W(A) (Nivel 3)
T iE N EE I R WYA) (Nivel 4)
nu nu nu un nu un N mn WYA) (Nivel 5)

Figura 6.5: Etapas da construcao do Conjunto de Cantor por IFS

6.4.2 Curva de Koch

Na Secao 2.1 vimos a construcao geométrica da curva de Koch, agora veremos sua
construcao utilizando o método IF'S.

Esse fractal é obtido a partir de quatro transformacoes w; : R2 - R2, i =1,...,4, da

x 1 [ cosB; —senb; T e;
W; = — +
y 3\ senf; cosb; Y fi

onde 0;, e; e f; assumem os valores dados na tabela abaixo:

forma:

i 0 € fi
1 0 0 0
2| 7/3 ] 1 0
3|-m/3|3/2|v3/2
4 0 2 0
Hiwel 0 Hiwel 1
Miwel 2 Hiweln

Figura 6.6: Etapas de construcao da curva de Koch por IFS

Essas quatro transformagoes fazem a contragao de 1/3. Além disso, wo faz uma rotacao
de 60 graus (/3 rad) e uma translagdo de 1 unidade para a direita, a transformagao ws faz
uma rotagao de 300 graus (—7/3 rad), uma translagio de 3/2 unidades para a direita e /3/2

unidades para cima, enquanto w, faz uma translacdo de 2 unidades para a direita.



4
Dado A C R?, considere W (A) = U w;i(A). A curva de Koch é dada por
i=1
i (n)
nEr-lI—loo W (A).

Na Figura 6.6 estao indicadas algumas etapas do processo de construcao do fractal
pelo método IFS. Embora o fractal independa do conjunto inicial, tomamos A como sendo um

segmento de reta com 3 unidades para facilitar a visualizacao do processo desde as etapas iniciais.

6.4.3 Curva de Peano

A construgao geométrica da curva de Peano foi estudada na Segao 2.3. Com o método
IFS a curva de Peano é construida a partir de nove transformacdes w; : R? — R? (com fator de

contracao igual a 1/3) da forma:

T 1 cos® —senb T e;
w; = — +
Yy 3\ senf cosb; Yy fi

onde 6,,, e; e f; assumem os valores dados na tabela abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0; |0|w/210|7w/2|0|-x/2|0|—-7/2|0
e; | 0 1 1 2 1 1 1 2 2
fil0 0 1 0 0 0 -1 0 0
Convidamos o leitor a interpretar geometricamente cada uma dessas 9 transformagoes.
9

Dado A C R?, considere W (A) = U w;i(A). A curva de Peano é dada por:
i=1
I ™)(A).
wpee V()

Na Figura 6.7 representamos algumas etapas do processo iterativo da construcao desta

curva fractal, considerando A como sendo um segmento de reta de 3 unidades.

Nivel 0 Nivel 1

Nivel 2 Nivel 3

Figura 6.7: Etapas da construcao da curva de Peano



6.4.4 Triangulo de Sierpinski

Além da construgao por processo geométrico, ja abordado no Capitulo 3, pode-se gerar

o triangulo de Sierpinski pelo método IFS a partir de trés transformacoes w; : R? — R2, da

THEIHINEN

onde ¢; e f; assumem os valores dados na tabela abaixo:

forma:

i e | fi
1 0 0
21/2] o
3 1/4]1/2

A transformacao w; s6 faz a contracao de um fator 1/2; a wq, além da contragao de
1/2, realiza uma translacdo de 1/2 unidade para a direita. J& a transformagdo wgs, além da
contragao de 1/2, realiza uma translacao de 1/4 de unidade para a direita e 1/2 unidade para

cima.
3
Dado A C R?, considere W (A) = U wp(A). O triangulo de Sierpinski é dado por:
n=1
I ™) (A).
wiipee W ()

Na Figura 6.8 representamos algumas etapas do processo iterativo da construcao do

triangulo de Sierpinski, considerando A um quadrado de lado unitario.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Nivel n

Nivel 3

Figura 6.8: Etapas de construcao do triangulo de Sierpinski pelo método IFS

Na definicdo de um fractal obtido pelo método IFS vimos que o conjunto A no qual
aplicamos as transformagoes pode ser um conjunto qualquer. Entao, se considerarmos A como
sendo um segmento de reta unitario, continuaremos obtendo o mesmo fractal, conforme a Figura
6.9.

Fazendo o ntimero de iteragoes tender a oo teremos o triangulo de Sierpinski.



Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 6.9: Etapas de construgdo, tomando A como sendo um segmento unitario

6.4.5 Samambaia de Barsnley

Os exemplos apresentados até aqui podem ser construidos também por processos geométricos.
No entanto, com o método IFS, podemos obter uma gama enorme de fractais que nao podem
ser construidos através de processos geométricos. Por exemplo, a samambaia de Barnsley, que

pode ser obtida a partir de quatro transformacoes w; : R> — R?, i =1,...,4 dadas por

()-8 () (5)

onde a;, b;, ¢;, d;, e; e f; assumem os valores conforme a tabela abaixo:

i a; bi ¢ di € fi

1] 0.8356 | 0.0412 | -0.0414 | 0.8243 6.86 99.4528

2| 0.1188 | -0.2387 | 0.1961 | 0.1431 | -27.7658 -31

3 1-0.1326 | 0.2706 | 0.221 | 0.1617 | 32.6054 | -30.812

4 0 0 0 0.1866 0 -97.605
4

Dado A C R? um conjunto arbitrério, considere W (A) = U wi(A). A samambaia de

i=1

Barnsley é dada por:
lim W™ (A).

n—-—+00
Na Figura 6.10 representamos algumas etapas do processo iterativo da construcao deste
fractal, considerando A como sendo um retangulo.
Fazendo o ntimero de iteracoes tender a co teremos um fractal muito semelhante a folha

de samambaia observada na natureza, conforme a Figura 6.11.
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Figura 6.10: Etapas de construcao da samambaia de Barnsley

Figura 6.11: Samambaia de Barnsley



Capitulo 7

Fractais gerados através de cadeias

de caracteres.

Josué Ervin Musial !

7.1 Introducao

Dentre os muitos métodos e algoritmos para a construcao de fractais, poucos, sao
tao compactos e elegantes como este que chamaremos de “Sistema L.” A letra “L” deve-se a
A. Lindenmeyer, um bidlogo alemao, que introduziu o conceito de automatos celulares para
descrever matematicamente os processos de crescimento de organismos constituidos por células.

Na ficcao cientifica a palavra “automato” sugere rob0s que se movimentam e agem como
seres humanos, entretanto estes sao desprovidos de emocoes e sentimentos. Do ponto de vista
matematico um autéomato é uma estrutura que evolui por si mesma, obedecendo a um conjunto
de regras pré-determinadas. Para Lindenmeyer automato celular sao estruturas constituidas de
células que se proliferam como as células de um organismo vivo.

O computador surge como um instrumento poderoso para o estudo dos automatos, pois
podemos implementar as regras formativas em cédigos de programacao. E a execucao desses
programas é um dos meios mais vidveis para estudar a evolucao dos automatos mais complexos.

O automato evolui a partir de um conjunto simples de células que denominamos matriz
(no sentido de cellula mater, ou seja, célula mae). Essa célula matriz pode se reduzir a uma
Unica célula. Uma regra ou um conjunto de regras formativas aplicadas a matriz determina como
uma célula é substituida por um outro conjunto de células, determinando uma proliferacao.
Novamente as regras formativas serao aplicadas a cada célula da proliferacao anterior, dando
origem a uma nova proliferacao, e assim subseqiientemente, até se atingir um limite previamente

determinado. Um automato consiste entao de trés elementos:

e Uma matriz;
e Um conjunto de regras formativas;

e Um limite de evolugao.
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Para construir os fractais nao trabalharemos com células, mas com elementos graficos
representados por letras do alfabeto. As regras formativas podem ser representadas por ca-
deias de caracteres. Essas cadeias vao armazenar toda a informacao gréafica necesséria para a
construgao do fractal.

Ja sabemos que os processos de construcao de fractais sao processos infinitos e aqui
novamente faremos a construgao do fractal apenas até uma certa etapa, assim como as pro-
liferacoes que se sucedem até um certo limite. Uma vez que, temos toda a informacao para
construir o fractal armazenada em uma cadeia de caracteres, resta entao fazer a leitura desta
cadeia, transformando os caracteres em comandos graficos que desenham o fractal na tela do
computador.

Podemos assim construir fractais como a Curva de Koch e Sierpinski, além, é claro, de
fractais com aspecto organico que se assemelham a plantas encontradas na natureza. Faremos
agora a construcao dos fractais por esse método observando todos os passos e evidenciando todo
o raciocinio envolvido na construgao.

Neste capitulo estaremos adotando a seguinte convencao para representar comandos

graficos nas cadeias de caracteres:

e segmentos serao denotados por letras maiisculas do alfabeto;

e um incremento positivo no angulo, denotado por (+), significa uma mudanga de direcao

no sentido horario;

e um incremento negativo no angulo, denotado por (-), significa uma mudanca de dire¢ao

no sentido anti-horario.

Para entender melhor o processo de construgao de fractais através do Sistema L nada

melhor do que colocar as maos na massa.

7.2 Curva de Koch

Nosso primeiro exemplo € a “curva de Koch.” Para a construirmos utilizando o Sistema
L definimos, inicialmente, a célula matriz. Em seguida, definimos a regra de formacao que
determinard como a cadeia de caracteres ird se proliferar. Também precisamos estabelecer um
limite n para esta proliferacao, ou seja, até que etapa queremos construir o fractal.

Como ja vimos no Capitulo 2, o passo inicial da construcao da curva de Koch é desenhar
um segmento de reta de comprimento unitario que representa a célula matriz, denotada por uma
letra; no nosso caso escolheremos “K”.

O passo 2 da construcao é dividir esse segmento em trés partes iguais, substituir o
segmento do meio por um triangulo eqiiilatero sem a base, dando origem a uma poligonal.

Na Figura 7.1 podemos observar os detalhes de como a regra de formagao é definida
para o Sistema L visando a obtencao da poligonal do passo 2.

Primeiramente, iniciando da esquerda para a direita, temos um segmento o qual repre-
sentaremos por (K), em seguida fazemos um incremento no dngulo no sentido anti-horario (-),
depois temos um segmento (K) seguido de dois incrementos de angulo no sentido horario (4+).
Novamente temos um segmento (K) seguido de um incremento no angulo no sentido anti-horario

(-) e finalmente um segmento (K). Entao a regra para obtermos a poligonal fica “K-K++K-K”.



Figura 7.1: Definicao da regra de formagao

Como o passo 3 da construcao da curva de Koch é repetir o passo 2 com todos os
segmentos da etapa anterior, podemos entao concluir a regra de formacao como: a cada etapa
substitua cada letra (célula) K da etapa anterior por “K-K++K-K” (conjunto de células novas),
conservando os demais caracteres (- e +). E entdo teremos a seguinte proliferacdo ou evolugao

da cadeia de caracteres:
e Etapa 1: K;
e Etapa 2: K-K++K-K;

e Etapa 3: K-K++K-K - K-K++K-K ++ K-K++K-K - K-K++K-K;

e Etapa n: K-K++K-K - ... - K-K++K-K. (tantas cadeias K-K++K-K quanto o nimero

de letras “K”, da etapa anterior).

Em programacao, uma cadeia de caracteres corresponde a um tipo de dado usado para
armazenar variaveis do tipo texto (string). Dois textos podem ser concatenados. A concatenagao

é representada pelo simbolo & como no exemplo a seguir:

textol = Fractais sao
texto2 = figuras maravilhosas.

textol & texto2 = Fractais sao figuras maravilhosas.

No algoritmo seguinte veremos como a cadeia de caracteres é construida. As varidveis replica e

fonte sao varidveis auxiliares do tipo texto.
Algoritmo 6 Construcdao da curva de Koch pelo Sistema L

Dado: limite de proliferacao n.
matriz = K
regra = K-K4++K-K

“on

replica="" (vazio)
fonte=matriz
k=1
REPITA (enquanto k < n)
REPITA COM CADA CARACTERE DA FONTE
Se caractere = K, entao
replica=replica & regra

senao



replica=replica & caractere
fonte=replica

W

replica=*“" (vazio)

k=k+1

A cada etapa o algoritmo analisa um a um, os caracteres da cadeia fonte. Se esse
caractere for “K” entao ele serd substituido por “K-K++K-K”. Se for “+” ou “-” esse caractere
serd mantido. Uma vez gerada a cadeia fonte na etapa n resta entao fazer a leitura desta,
converté-la em comandos graficos e desenhar o fractal na tela do computador. O algoritmo a

seguir descreve este processo.
Algoritmo 7 Interpretacdo grafica da cadeia de caracteres.

Dado: cadeia fonte final da curva de Koch e limite de proliferacao n (do Algoritmo 6),
ponto inicial (zg, o), 0 = 7/2, df = w/3, d = 1/3"™.
T =T
Y=Y
REPITA COM CADA CARACTERE DA CADEIA
Se o caractere for “K” entao
nr = x + d send
ny =y + d cost

Trace um segmento de extremidades (x,y) , (nx,ny)

T =nx
y=ny

Se o caractere for “+” entao
0 = 0+ do;

Se o caractere for “-” entao
0 =0 — db,

Proximo caractere

No Capitulo 2 fizemos alguns calculos que no algoritmo acima sao fundamentais na
conversao da cadeia de caracteres para comandos graficos. Calculamos o comprimento (d) de
cada segmento na etapa n como (%)n Também temos que cada incremento de angulo (df)
tanto no sentido horério, como no sentido anti-horério, é de 60° ou 7/3 rad. Este ultimo fato é
resultado de estarmos trabalhando com um triangulo eqiiildtero. Partimos de um ponto (z¢, yo).
Como o comprimento de cada segmento da curva na etapa n é d = 1/3™, as coordenadas do
novo ponto serao

(xo + d senb, yo+ dcosb),

onde 6 é o angulo que direciona o segmento.
A Figura 7.3 ilustra a curva de Koch construida pelo Sistema L com limite de proli-

feracao n = 4.

7.3 Floco de Neve

Como ja dissemos no Capitulo 2, o fractal floco de neve difere da curva de Koch somente

pela figura inicial que, no caso do Floco, é um triangulo equildtero. Entao, para construir esse
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Figura 7.2: Coordenadas do novo ponto.

Figura 7.3: Curva de Koch com n = 4.

fractal basta no Algoritmo 1 substituir a Matriz inicial por um triangulo equildtero, ou seja,
Matriz = K++K++K.

Na Figura 7.4 podemos ver o floco de neve construido pelo Sistema L para n = 4.

Figura 7.4: Floco de neve com n = 4.

O leitor pode perguntar o porqué de nao definir Matriz = K - - K - - K, uma vez que
esta regra também da origem a um tridangulo equildtero como figura inicial. A resposta para
esta questao esta na figura que vai ser obtida, ou seja, as curvas de Koch que vao ser desenhadas
ficarao voltadas para dentro do triangulo inicial, dando origem a um fractal que mais parece um

monte de “pompons”’de la. Veja na Figura 7.5 a evolugao das etapas de construcao nesse caso.

7.4 Ilha de Koch

Uma figura fractal interessante, da qual até agora nao falamos é a ilha de Koch.
A ilha de Koch é na verdade um modelo bem artificial para um mapa de uma ilha, en-
tretanto quando nos referimos aqueles recortes bem pequenos que aparecem nas regioes costeiras,

esse fractal é um 6timo modelo.
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Figura 7.5: Etapas iniciais da construgao da curva com matriz K - - K- - K

Bem, vocé deve estar se perguntando o porqué de tratar da construcao deste fractal
neste momento. A resposta estd justamente na semelhanca da construcado deste fractal com os
anteriores, através do Sistema L.

Partimos na etapa inicial £ = 0 de um quadrado, ou seja, a Matriz é “K4+K+K+K”.

A cada passo da construcao substituimos cada segmento pela poligonal desenhada na

Figura 7.6.

Figura 7.6: Poligonal para construcao da ilha de Koch.

Nao ¢ dificil notar que podemos representar a poligonal por “K+K-K-KK+K+K-K”,
onde “K”é um segmento e os incrementos “+”ou decrementos “-”de angulos agora sao de 90°
ou 7/2 rad. Adotamos o comprimento d do segmento na etapa n como sendo d = 0.8/4™.

Com isso podemos notar que basta fazer duas alteragoes no algoritmo que gera a cadeia

de caracteres:

Matriz = K+K+K+K
Regra = K+K-K-KK+K+K-K

Na Figura 7.7 podemos ver o fractal ilha de Koch construido com n = 3.

7.5 Curva de Sierpinski

Diferentemente das figuras que construimos até aqui, usaremos, agora, um conjunto
de regras formativas com dois tipos de segmentos, representados pelos caracteres “R” e “L”.

Partimos de uma matriz “R”. As regras sao:

e Substituir o caractere L por +R-L-R+



Figura 7.7: Ilha de Koch com n = 3.

e Substituir o caractere R por -L+R+L-

e Conservar os caracteres + e -.

Para o tragado da curva na etapa final n adotamos d = 1/3™. O incremento do angulo

vale 60° ou 7/3 rad. Na Figura 7.8 vemos a curva para as trés primeiras etapas.

/S50

Etapa1l Etapa 2 Etapa 3

Figura 7.8: Etapas da construcao da curva de Sierpinski.

7.6 Ramificagoes

Vocé provavelmente ja prestou atencao nas nervuras de uma folha. Se nado o féz pode
fazer agora. Note como as nervuras de uma folha se proliferam. De uma nervura principal
partem nervuras secundarias e dessas partem nervuras tercidrias, quaternarias... Cada uma
delas numa escala progressivamente menor. Além é claro de possuirem uma certa semelhanca
de forma.

Paremos para pensar um pouco no seguinte problema:

Como fazer um autéomato que descreva o crescimento das ranhuras dessa folha?

Vamos supor que eu quisesse construir as ranhuras de uma folha ou os galhos de um
vegetal que se desenvolvesse a partir da figura inicial abaixo:

Comecamos com uma ranhura reta, um segmento, o qual é acrescido de duas rami-
ficacGes, cada uma partindo dos pontos que dividem o segmento em trés partes iguais e que
possuem comprimento % do segmento inicial. Descrevendo um segmento por “R” podemos
descrever o ramo como sendo “R[+R]R[-RJR”. Conforme anteriormente os caracteres “+” e
“” representam os incrementos no angulo que orienta os segmentos, enquanto os colchetes “[
|”delimitam o inicio e o final de uma ramificacao.

Cada “R” d4 origem a uma cadeia “R[+R|R[-R|R” na préxima proliferagdo. Na Figura

7.10 vemos o resultado da proliferacao com n = 4.



-

Figura 7.9: Ramificacao inicial

Assim podemos construir uma infinidade de fractais com aspecto de vegetais. Basta
deixar nossa imaginacao fluir. Vocé pode criar outras figuras e com véarias regras. O objetivo
é fazer o leitor imaginar e vivenciar como é emocionante construir e estudar fractais. Para os
leitores interessados, a semelhanca com as plantas pode ficar maior se introduzirmos um pouco

de aleatoriedade, entretanto esta discussao foge do escopo desse texto.

Figura 7.10: Ramo produzido com n = 4.
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