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Resumo

Neste trabalho discutimos o Método dos Gradientes Conjugados e al-
gumas variantes do método para minimizar uma funcao real de varias
variaveis. O principal objetivo é obter uma convergéncia mais rapida
que o método de Cauchy e reduzir o custo computacional com relacao
ao Método de Newton, por nao fazer uso de derivadas segundas. A
fundamentagao tedrica dos métodos de gradientes conjugados reside no
estudo de diregoes A-conjugadas, onde A é uma matriz quadrada de di-
mensdo n. E importante ressaltar que as propriedades de convergéncia
do método de Gradientes Conjugados dependem da eficacia da busca uni-
direcional. Além disso, provamos que os métodos de direcoes conjugadas
minimizam uma fung¢ao quadrética definida em IR" em no maximo n ite-
ragoes com taxa de convergéncia otima. Para a analise da complexidade
algoritmica estudamos os Polinomios de Chebyshev. Mostramos também
que as variantes dos métodos de gradientes conjugados propostas por Po-
lak e Ribiere e por Fletcher e Reeves coincidem para fungoes quadraticas,
mas podem ser estendidas para minimizagao de fungoes nao quadraticas.
A partir disso, realizamos testes numéricos e discutimos os graficos de
perfil de desempenho dessas variantes usando buscas direcionais baseadas

nos algoritmos de Segao Aurea e de Armijo.

Palavras-chave: otimizacgao irrestrita, gradientes conjugados, complexi-

dade algoritmica.
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Abstract

We discuss in this work the Conjugated Gradient Method and some vari-
ants of the method to minimizate a real function with several variables.
The mainly objective is to obtain a faster convergence than de Gradient
method and to reduce the computacional cost. The theoretical basis of
the Conjugated Gradient Method is concentrated on the A-conjugated di-
rections study, where A is a n dimensional square matrix. It’s important
to point out that the method’s convergence properties depend of the uni-
directional search efficacy. Furthermore, we prove that the conjugated
directions method minimize a quadratic function defined on IR" using
a maximum of n steps with great convergence rate. For the algorith-
mic complexity analysis we study the Chebyshev’s Polinomials. We also
show that the conjugated gradient method variants proposed by Polak
and Ribiere and by Fletcher and Reeves coincide for quadratic functions,
but they can be extended for non linear minimization. From that, we do
numerical tests and we discuss the performance profile graphics of this
variants using directional search based on Golden line search and Armijo

algorithms.

Key-words: unconstrained optimization, Conjugated Gradient, algorith-

mic complexity.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o método de gradientes conjugados para otimizacao
irrestrita, desde sua fundamentagao tedrica, definicao do algoritmo propriamente dito para
minimizacao de fungoes quadraticas, extensao do método para funcoes nao quadraticas e

analise de convergéncia do método.

Nosso objetivo é resolver o problema de minimizar uma funcao f : R" — IR

sujeito a x € IR".

Na literatura ha varios métodos computacionais. O método de Cauchy faz uma
busca na direcao oposta ao gradiente da funcao a cada iteracao. Este método, provavel-
mente o mais antigo, é globalmente convergente, porém possui convergéncia local line-
ar. Por outro lado, o método de Newton tem convergéncia quadratica, mas faz uso de
derivadas de segunda ordem, o que torna esse método caro. Por isso, estamos particular-
mente interessados em estudar métodos de gradiente conjugado que possuem convergéncia
mais rdapida que o método do gradiente (Cauchy), e além disso, tem custo computacional

menor quando comparado ao Método de Newton, por nao fazer uso de derivadas segundas.

Estudamos as propriedades de direcoes conjugadas, a partir das quais se faz uma
busca linear. Recaimos, assim, em cada iteragao do método em um problema de mini-
mizacao unidirecional que pode ser resolvido, por exemplo, pelo Método de Secao Aurea
ou Armijo. Cabe ressaltar que propriedades de convergéncia do método de Gradientes

Conjugados dependem da eficacia da busca unidirecional.

Discutimos o algoritmo de gradientes conjugados juntamente com as variantes do
mesmo, propostas por Polak e Ribiere e por Fletcher e Reeves. Essa discussao inicial serviu
para investigar o comportamento desses algoritmos e calibra-los. Os fatos constatados
foram que as variantes dos métodos de gradientes conjugados propostas por Polak e
Ribiere e por Fletcher e Reeves coincidem para funcoes quadraticas, mas podem ser
estendidos para funcoes nao quadraticas. Realizamos testes computacionais para avaliar
o desempenho das diferentes variantes do método e assim podermos compara-los através

de graficos de perfil de desempenho.

Provamos que o método dos Gradientes Conjugados minimiza uma funcao qua-

dratica convexa definida no IR em no maximo n itera¢ées com taxa de convergéncia étima



com respeito ao valor da funcao da ordem O (k%) ao invés de O (%) como o método de
Cauchy, onde k representa o nimero de iteragoes necessario para minimizar a quadratica.
Além disso, fizemos um estudo sobre polindmios de Chebyshev para o estudo da comple-

xidade algoritmica.

O trabalho é organizado da seguinte forma: sao apresentadas algumas ferramentas

matematicas, que envolvem resultados de Algebra Linear e Calculo no Capitulo 1.

No segundo capitulo é apresentado o problema, sao discutidas propriedades das
direcoes A-conjugadas, é apresentado o algoritmo para fungoes quadraticas, a extensao

para nao quadraticas e, além disso, sao discutidas as formas de busca unidirecionais.

J& no terceiro capitulo, discutimos a minimizacao em um subespago, em parti-
cular, a minimizacao em espagos de Krylov. Utilizando do conceito dos Polinomios de

Chebyshev, provamos a complexidade algoritmica do método.

No quarto capitulo, sao apresentados os testes computacionais utilizando as qua-
tro variantes do método dos gradientes conjugados, ou seja, Polak-Ribiere e Fletcher-
Reeves, com busca unidirecional exata e inexata. Os algoritmos sao comparados através

de graficos de perfil de desempenho.

Em suma, este trabalho envolve uma gama de conceitos e resultados muito im-

portantes para a area de Otimizacao, e também de boa aplicabilidade.



Capitulo 1
Ferramentas Matematicas

Este capitulo é dedicado a revisao de alguns conceitos que servirao de ferramenta
para o desenvolvimento do nosso trabalho. Alguns conceitos basicos de Algebra Linear e

de Andlise sao considerados como pré-requisitos. As principais referéncias sao [2, 3, 5, 8,

9, 15].

1.1 Resultados de Algebra Linear

Definigao 1.1 Considere uma matriz A € IR™"™. Um vetor v # 0 € autovetor de A se

existe um escalar A € IR tal que
Av = .

O escalar \ € o autovalor associado ao autovetor v.

Matriz simétrica

Uma matriz A € IR™"™ é simétrica quando AT = A. Uma propriedade impor-
tante é de que todos os autovalores de uma matriz simétrica sao reais. Para provar isto,
consideremos um numero complexo z = a + bi. Seu conjugado é denotado por z e é igual
a z = a — bi. Analogamente, a conjugada de uma matriz B € €"*" é a matriz denotada

por B, resultante da conjugacao de cada um dos elementos de B.
Teorema 1.2 Todos os autovalores de uma matriz simétrica sao reais.

Demonstracao. Seja A uma matriz simétrica real. Consideremos um autovalor A € C de A
e seu autovetor correspondente v € €". Assim Av = \v, donde segue que Av = Av = \v.
Além disso, temos

MoTv =07 (W) = o7 (Av). (1.1)



MoTv = (Av)Tv = o7 (Av). (1.2)

De (1.1) e (1.2) decorre
A =N (@) = 0.

Como v # 0 e 97w # 0, concluimos que
(A=X)=0.

Portanto A = \ e \ é real. 0O

Exemplo 1.3 Os autovalores da matriz A =

3
] sao 0 e 2.
1

Lembremos que uma matriz P € IR"*" é ortogonal quando PTP = I, ou seja, P
¢ inversivel e sua inversa P~! coincide com sua transposta PT.
O préximo teorema garante que uma matriz simétrica é diagonalizavel por uma

matriz ortogonal.

Teorema 1.4 Seja A € R™" uma matriz simétrica, entao existe uma matriz ortogonal
P e IR™™ e uma matriz diagonal D de ordem n tal que A= PDPT.

Demonstra¢ao. Vamos fazer prova por indu¢ao em n. Para n = 1 temos que P = [1].
Como PTP = [1] = I 41, entao P é diagonal. Além disso

PTAP = A,.;.

Como toda matriz 1 x 1 é diagonal, temos que A é diagonal. Logo, existem P ortogonal
e D diagonal tais que Pl A;1x1Pix1 = Dix1-

Supondo que vale o resultado para n — 1, provemos que vale para n. Seja A um
autovalor de A associado ao autovetor v. Como v € IR" e o espago gerado por v tem
dimensao um, entao seu complemento ortogonal, que denotaremos por v* tem dimensio
n—1.

Consideremos {u, ..., u,_1 } uma base ortogonal de v+ e M € R™ ™Y sendo
M:[ul Uy ... Un—1]-

Pelas propriedades de produto de matrizes e da definicao de complemento ortogonal,

temos que
AM = [Aul Aug ... Aun,_q }



Seja agora B € RM™ VXY da forma

b1y bio bi(n-1)
B_ bar b?z ba(n—1)
bin—1)1 bn—1)2 b(n—1)(n—1)
Assim
MB = [ S wiba i wibin o S0 b ] :
Portanto
AM = MB
MTAM = MTMB .
MTAM = B

Assim, concluimos que B é simétrica, pois
BT = (MTAM)" = MTAT (M"Y = MTAM = B.

Pela hipétese de indugao existem matrizes quadradas () e E pertencentes a R—Dx(n=1)

tais que
QTQ=1 e QTBQ=E.
Sendo
A0
P—[v MQ} e P=]0 |

em blocos temos que

PP =

vl " B vl v MQ
QT MT '[U Q}_ QTMTy QTMTMQ ’

Considerando as g;; entradas de @ e que v é ortogonal, o produto v’ M@ fica

"UTMQ = [ vT ] [ Z;:ll Uigi1 Z?:_ll U;iqgi2 - - - Z?:_ll UiGi(n—1) ]

-1 -1 -1
= [ Z?Zl UlTUiqz‘l Z?Zl UgTUiC]z‘z Z?:l U(T;z_l)ui%'(n—l) } .

Como cada u; é ortogonal a v, entdao vT MQ é a matriz nula R ™V Finalmente,
QTMT™MQ = QTIQ = I(n-1)x(n—1) € assim

v v MQ _ 1 0 g
QTM™ QTMTMQ 0 In-1)x(n-1) .



Portanto P é ortogonal e

UT

QT MT

vl Av v AMQ

PTAP = .
QTMTAv QTMTAMQ

A [ v MQ ] - [
Como Av = A\v, temos que

VT AMQ = v"ATMQ = (Av)"MQ = ()" MQ = [0]

1x(n—1) *

Analogamente QT MT Av = [0] (n—1)x1- L1080 QTMTAMQ = QTQ = E. Assim

A0
0 FE

T Av v AMQ
QTMTAv QTMTAMQ

Portanto, existem matrizes P ortogonal e D diagonal, tais que PTAP = D, ou seja
A=PDP".

O

Algumas propriedades de autovalores além das classicas estudadas nos cursos de
Algebra Linear serao tteis neste trabalho.
Uma das propriedades relaciona os autovalores de A com os autovalores da matriz

p(A), onde p: IR — IR é um polinémio.

Lema 1.5 Seja p : IR — IR um polinomio. Se X\ € autovalor de uma matriz A com

autovetor v, entao p(\) € autovalor de p(A) com o mesmo autovetor.

k
Demonstrag¢ao. Consideremos o polinémio p(t) = Zaiti e A um autovalor de A com
i=0
autovetor v. Assim

k k
p(A)v = Z a; Ay = Z ai)\v = p(\)v,
=0 i=0

como queriamos demonstrar. 0O

Podemos ainda generalizar esse resultado através do seguinte lema.

Lema 1.6 Seja A € R™" uma matriz simétrica com autovalores Ay, ..., \, ep: R — R

um polinémio. Entdo p(A1),p(A2),...,p(An) sdo os autovalores de p(A).

Demonstragao. Considere p(t) = Z?:o a;t'. Como A é simétrica existe uma matriz P

ortogonal e uma matriz D diagonal cujos elementos diagonais sao os autovalores de A tais



que A = PDPT. Assim

k k k p()q) . 0
p(A) = Z%‘Ai = ZaiPDiPT =P ZaiDi PT =P Lo pPT
i=0 i=0 i—0 0 o)
como queriamos demonstrar. O

1.2 Matriz definida positiva

Nesta secao falaremos um pouco de matriz definida positiva, que tem fundamental

importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

Definigao 1.7 Seja A € IR™" uma matriz simétrica. Dizemos que A € definida positiva
quando 2T Ax > 0, para todo x € R™ — {0}. Tal propriedade é denotada por A > 0.
Se vTAx > 0, para todo x € R", A € dita semidefinida positiva, fato este denotado por
A>0.

O proéximo resultado garante que os autovalores de uma matriz definida positiva

sao positivos e reciprocamente.

Teorema 1.8 Uma matriz é definida positiva se, e somente se, seus autovalores sao

PoSILIVOS.

Demonstracao. Considere A € IR™" uma matriz simétrica. Entao existe uma base
ortonormal de autovetores {v*,v? ... v"}. Sendo o conjunto {\;, Xa, ..., A\, } 0s autovalo-
res associados, definindo P = (v'v?...v")como a matriz cujas colunas sdao os autovetores
e D = diag(A1, Aa, ..., \pn), temos

AP = (AvtAv? .. Av™) = diag(Ai, Ao, ..., \n) = PD.

Considerando que cada a; corresponde a uma linha de A temos que

AP = : .[vl v? oL v"}z[Avl Av? L. Av”].



Por outro lado

A O 0
0 X ... O
PD:[Ul v? oL " o = et A /\nv”].
0 0 A\,
Além disso, PTP = I e, portanto
A= PDPT. (1.3)

Isto nos permite caracterizar a positividade de uma matriz em funcao dos seus

autovalores. Basta notar que, dado z € IR" e definindo z = PTz, temos

2T Ar = (2" P)'D(PTx) = 2" Dz = Z iz, (1.4)

i=1

Se A é definida positiva, entdo 27 Az > 0 para todo x # 0 e isto implica que
S Niz® > 0 para todo z # 0. Assim )\; > 0, com i = 0,1,...,n. Por outro lado, se
os autovalores sdo positivos, entao Y . Aiz;® > 0 e isto implica que 2T'Az > 0. O que

conclui nossa demonstracgao. O

A norma de uma matriz é definida como
|Al = sup {||Az| | x € R", [|z| = 1}. (1.5)

O préximo teorema garante que a norma de uma matriz definida positiva coincide com

seu maior autovalor.

Teorema 1.9 Seja A € IR™"™ uma matriz simétrica definida positiva. Entao, usando a

norma euclidiana em (1.5), temos
Al = Amax,

onde Apax € 0 maior autovalor de A.

Demonstracao. Consideremos x € IR" unitario arbitrario.
|Az||* = (Az)T Az = (z)T A%z

Como A é simétrica, existem P ortogonal e D diagonal tais que A = PDPT. Substituindo

na expressao acima temos

|Az||* = ()" (PDPTY(PDP")x = (z)T PD*PTx.



Consideremos a mudanca de varidvel y = PTx. Assim
1Az* = y" D% = > " X (w:)”
i=1

Como A ¢ definida positiva, todos os seus autovalores sao positivos. Consideremos Apayx
o maior deles, temos

n n
2 2 2 2 2
||A'TH < Z )\max<yi> = )\max Z(yl) :
i=1

=1

Como z é unitario e P é ortogonal, temos que
lyll* = (PTa)"(PTa) = 2Ta = |J|* = 1.

Assim
|Az|* < A

max*

Lo0go Amax ¢ uma cota superior para || Az|| sempre que ||z|| = 1. Como Ayay ¢ um autovalor

de A, existe um autovetor unitario v tal que Av = A\ €

14v]* = (Av)" Av = (0)T A% = A0 [lo])” = A

max"*

Como [|A|| = max{||Az|| | ||z|| = 1,z € IR"}, concluimos que ||A|| = Apax. Como

queriamos demonstrar. 0

O proéximo resultado sera 1util nos proximos capitulos.

Lema 1.10 Considere A € R™™"™ uma matriz definida positiva com autovalores Ay, ..., Ay,

cujo maior autovalor é Apax. Seja p : IR — IR um polinomio. Entao

[A(P(A)?]| < max  z(p(2))*.

0<2<Amax

Demonstragdo. Considere o polinomio definido por ¢(z) = z(p(z))?. Pelo Teorema 1.9 e

Lema 1.6, temos que

lg(A) ] = max {g(A1), ¢(A2), .- q(An)} < max g(2),

T 0<2<Amax

completando assim a demonstragao. 0O
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1.3 Ferramentas de Calculo

Definicao 1.11 Consideremos f : R" — IR uma funcdo de classe C. O gradiente de f

e a Hessiana de f sao definidos por

of 0 f o*f

o1, 0x1011 o 0x10x,,
Vf= : e V2f = : " :

af 0% f 0*f

Oxy, 0,01, o 02,01,

Uma outra definicao importante é a da derivada de uma funcao vetorial, que

apresentaremos a seguir.

Definicao 1.12 Consideremos uma funcao vetorial f : IR" — IR™. Sua derivada,

chamada de jacobiana, € a matriz

of . oh
6m1 8wn
Ofm . Ofm
0, oz,

Podemos perceber que a linha i da jacobiana de f é o gradiente transposto da

componente f;. Em particular, para m = 1, temos f' = (Vf)T. Além disso, V*f = Jg;.

O gradiente de uma funcao sera muito 1til em todas as nossas discussoes ao longo
deste trabalho. Por isso precisamos enfatizar que ele tem propriedades muito importantes,

tais como:

1. O gradiente é uma direcao de crescimento da fungao;
2. E a direcao de crescimento mais rapido;

3. O gradiente é perpendicular a curva de nivel da funcao.

Definidos os elementos necessarios, agora podemos apresentar a aproximacao de

Taylor de Primeira Ordem.

Teorema 1.13 Considere f : R" — IR uma funcdo de classe C' e a € R™. Podemos

escrever

fla) = f(a) + Vf(a)" (z — a) + r(z),

com lim M =0.
v—a ||z — a
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O polinémio py(x) = f(a) + Vf(a)"(z — a) é chamado polinémio de Taylor de
ordem 1 da funcao f. Dentre todos os polinomios de grau menor ou igual a 1, ele é o que

melhor aproxima f. E é também o tnico que satisfaz

O limite nulo no Teorema 1.13 significa que para z préximo de a o resto r(x) é
muito pequeno e vai para zero mais rapido que ||z — all.
E importante e conveniente perceber que podemos reescrever o Teorema 1.13

fazendo uma mudanca de variavel. Assim, definindo d = x — a, temos
fla+d) = f(a) + Vf(a)'d+r(d),

0.

d
com lim M =
d—0 ||d|

Funcao Convexa

Definigao 1.14 Seja C' € IR™ um conjunto convexo. Dizemos que a funcao f:IR" — IR

¢ convexa em C quando

S =tz +ty) < (1 —1t)f(x) +tf(y),
para todos z,y € C et € [0,1].

Teorema 1.15 Sejam f : IR" — IR uma funcao diferencidvel e C C IR" convero. A

funcao f € convexa em C' se, e somente se,

fy) = f(@) + Vf(z)(y — )
para todos x,y € C.

Demonstragao. Considerando f convexa, para z,y € C' e t € (0, 1] quaisquer, d =y — x e

usando a definicao de convexidade, temos que x +td € C' e

Fla+td) = F((1— ) +ty) < (1= ) (@) + ().
Portanto

f(y) = f(z) > lim fla+td) — f(z)

T t—0t t

=V/f(@)'d=Vf(z)"(y - x).
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Precisamos agora provar a reciproca. Para isso, consideremos z = (1 —t)x 4ty e notemos
que

f@) = f(2) + V()" (z - 2)

f) = f(2)+ V() (y—2).

Multiplicando a primeira delas por (1 —t) e a segunda por t obtemos que

(L=0)f(x) +tf(y) = (1 =)z +ty),
conforme queriamos demonstrar. 0

Deste teorema temos uma consequéncia imediata, que serd exibida no corolario

a seguir.

Corolario 1.16 Sejam f : IR" — IR uma funcao convexa e diferencidvel e C'° C IR"
convezo. Se V f(z*)! (y — x*) > 0 para todo y € C, entdo x* é um minimizador global de

f em C. Em particular, todo ponto estaciondrio ¢ minimizador global.

1.4 Polinomios de Chebyshev

Nesta sec¢ao estudaremos os polinémios de Chebyshev (ou Tchebychev), que foram
desenvolvidos para estudar a aproximagao por minimos quadrados e probabilidade. Seus
resultados se aplicam a interpolagdo polinomial (usando as raizes dos polinomios de
primeira ordem).

Lagrange e Legendre haviam estudado conjuntos individuais de polinomios orto-
gonais, mas Chebyshev foi o primeiro a perceber as importantes consequéncias dos estudos
da teoria em geral.

Estes polinomios receberam esse nome apds Pafnuty Chebyshev defini-los como
uma sequéncia de polinomios ortogonais e eles sao facilmente obtiveis de forma recursiva.

Os polinémios de Chebyshev de primeira ordem Ty (z) e de segunda ordem Ug(z)
sao polinomios de grau k£ e a sequéncia de polinomios de todos os graus forma uma
sequéncia polinomial.

As referéncias desta secao sao [2, 14].

Defini¢ao 1.17 O polinémio de Chebyshev de grau k, Ty, : [—1,1] — IR € definido por

Ty (x) = cos[k arccos(x)].
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Discutiremos a seguir algumas propriedades dos polinomios de Chebyshev. A

primeira delas corresponde a uma importante relacao de recorréncia.

Lema 1.18 Para k > 1 e x € [—1,1], vale a sequinte rela¢ao de recorréncia:
Tii1(x) = 22T (x) — Ti_1(x)

onde To(x) =1 e Ty (x) = .

Demonstracao. Pela definicao dos polinomios de Chebyshev temos que:

To(z) = cos[0arccos(z)] = cos0 = 1

Ti(x) = cos[1 arccos(x)] = x.

Para cada « € [—1, 1], consideremos a seguinte mudanga de varidvel § = arccosx, com

0 € [0, 7]. Pela defini¢ao dos polinomios de Chebyshev, temos para k > 1
Ty (x) = cos(k@).
Usando as relacoes trigonométricas de soma de arcos, obtemos

Tyi1(x) = cos((k + 1)) = cos(kf) cos(#) — sin(k6) sin(0)

Ti_1(x) = cos((k — 1)0) = cos(kb) cos(f) + sin(kB) sin(6).
Somando os membros das igualdades anteriores, segue que
Tiv1(z) = 2cos(k) cos(f) — Ti—1(x).
Voltando a varidvel = e usando a definicao dos polinémios de Chebyshev

Tri1(z) = 2coslkarccos(z)] cos|arccos(x)] — Ti_1(z)
= 22Ty (x) — Ti—1(x),

conforme queriamos demonstrar. O



08
0DEH
04F

0.2

02+

0.4

0B

08

Figura 1.1: Alguns polinomios de Chebyshev.

Segue diretamente do Lema anterior que

To(z) = 1

To(z) = 22Ty(z) — To(x) =22% — 1

Ts(z) = 2xTy(z) — Ti(x) = 42® — 3z

Ty(z) = 22T3(x) — To(z) = 8xt — 8x2 + 1
Ts(z) = 22Ty(z) — Ty(x) = 162° — 2023 + 5z

Te(x) = 2xT5(zx) — Ty(x) = 322° — 48z + 1822 — 1.

A Fig. 1.1 ilustra alguns destes polinémios.

Consideremos agora um polinémio de grau k. Ele pode ser escrito da forma

k

Pu(z) = i .0 1 k

() = a;x' = apr’ + ax + ...+ apx”.
i=0
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k
Defini¢ao 1.19 Seja Py(z) = Zaixi um polinomio de ordem k. Sua norma é definida

1,1]}.

por || Pu(z)|| = max {|Py(z)],z € [~

Lema 1.20 Seja Ty(z) = cos [k arccos(z)], com x € [=1,1]. Temos que ||Ti(z)|| = 1.
Demonstracao. Por definicao, temos que

| Tk ()|l = max {|cos [k arccos(z)]|} = 1.

U
Pode-se provar por indugao que para k£ > 1 par temos
Te(z) = 25 "2% + . 4 (=1)2, (1.6)
com a; = a3 = ... = 0. Para o caso em que k é impar, o polinomio fica
To(z) = 26 '2b + .+ (=1)"7 ka, (1.7)
com ag=as =ay = ... = 0.

Observamos pelas expressoes dos polinomios que quando k é par, T}, é uma funcao

par, e quando k é fmpar, T} é impar. Provaremos isto no lema a seguir.

Lema 1.21

To(2) Te(—x), sek € par, (1)
x) = :
: —Ti(—x), sek € impar.

Demonstragcao. A demonstragao sera feita por inducao. Para k =0

Para k=1
Ti(x) =2 = =Ty (—x).

Suponhamos que (1.8) vale para kK < m. Vamos provar que vale para k = m + 1. Pela

férmula de recorréncia dada pelo Lema (1.18) temos que

Tons1(x) = 22T, (2) — Ty ()

Toi1(—2x) = =22T,,(—x) — T, 1 (—2).
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Suponha inicialmente que m+ 1 é par. Neste caso m é impar e m — 1 é par. Logo, usando

as igualdades anteriores e a hipotese de indugao

Tpir(2) = 20(=To(=2)) — Ts(—2)
= 22T, (—z) — Th-1(—x)
= Tnu(-2),

e portanto 7},,1 é uma funcao par. Analogamente, suponha agora que m + 1 é impar.

Neste caso m é par e m — 1 é impar. Usando novamente as igualdades e a hipotese de

inducao
Tra(z) = 22(Tn(—2)) = (=Tna(—2))
= —(=22T(—x) — Tna(—x))
= —Th(—x),
e portanto T}, é uma fungao impar, completando a demonstragao. 0O

Considere o espago dos polinomios de grau menor ou igual a k definidos em [—1, 1]

munido do produto interno
1

@mz/p@wmw

1

onde w : IR — IR definida por w(zx) = ﬁ ¢ uma funcao peso.

Teorema 1.22 Os polinomios de Chebyshev Ty(x) sdo ortogonais para (—1,1) com relagdo

a fungdo peso w(w) = (1 — xQ)_%.

Demonstracao. Sejam T,,,T,, : [-1,1] — IR polinémios de chebyshev de grau menor ou

igual a k. Para mostrar a ortogonalidade dos polinomios de Chebyshev consideremos

g o /1 Tn(:i)fn;(f)dx _ /1 cos[n arccos(xi] ioz[Qm arccos(x)] . (1.9)

Realizando a mudancga de varidvel § = arccos(x) e derivando temos

df = —;dx.

V1—a?

Assim, usando as propriedades de integragao podemos reescrever (1.9) como

<T, Tn >:—/

Considerando n # m e usando que

0 T
cos(nh) cos(m@)dﬁz/ cos(nf) cos(m8)de.
0

cos(nf) cos(mb) = %[cos(n + m)@ + cos(n —m)b],
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temos

<T,Tn> = f: cos (n +m)0)do + 5 [, cos((n —m)0)do

_ 2[2 sin((n +m)d) + z(nl_m) sin((n — m)ﬁ)} )
0.

0

Analogamente para n = m, temos

<T,T,> = 1 [Ycos((2n)0)do + 1 [ db

= 2[2 ;n n((2n)9)+§]z

Completando assim a demonstracao. 0O



Capitulo 2

Métodos de gradientes conjugados

O método de direcoes conjugadas tem por objetivo uma convergéncia mais rapida
que a do método do gradiente (método de Cauchy), além de ter uma vantagem de redugao
no custo computacional do método de Newton por so6 usar derivadas de primeira ordem.

Para mais referéncias, consulte [1, 7, 13].

2.1 O problema

Dada uma fungao f : IR" — IR considere o problema de minimizagao irrestrita
da seguinte forma:

minimizar f(x), com =z € R". (2.1)

Estamos inicialmente interessados no caso em que f ¢ uma funcao quadratica, ou
seja

flx) = %ZBTAZL‘ +b'x +c, (2.2)

com A € R™" uma matriz simétrica definida positiva, b € IR" e ¢ € IR. A funcao f tem

um unico minimizador x*, que é global e satisfaz

Vf(x*)=Axz"4+b=0. (2.3)

Olhando para a vizinhanca do minimizador, podemos dizer que a menos de deslo-

18
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camentos e translacoes, o grafico dessas fungoes apresenta um comportamento carac-
teristico que é mostrado na Fig. 2.1. Além disso, podemos apresentar o grafico das curvas
de nivel dessa funcao. E possivel perceber que quanto mais escuras as curvas de nivel,

mais baixos sao seus niveis e que o centro das curvas de nivel é justamente o minimizador

de f.

B

AR
ARRARAY

\\\\‘\]\ \

11
/1111

75

50 75 100 125 150 175

Figura 2.1: Grafico de f e das curvas de nivel.

E importante lembrar que uma funcao quadratica é fortemente convexa se, e

somente se, sua matriz associada é definida positiva.

2.2 Direcoes Conjugadas

Definigao 2.1 Um conjunto de vetores d°,...,d* € R" — {0} € dito A-conjugado, se:
(d)TAd =0

para todo i,5 = 0,1,....k; i # 7.

Lema 2.2 Direcoes conjugadas sao linearmente independentes: para qualquer matriz A €
IR™" simétrica definida positiva, qualquer conjunto de direcoes A-conjugadas € linear-

mente independente.

Demonstracao. Vamos supor que um dos vetores do conjunto possa ser escrito como

combinagao linear dos outros:

k
=Y pd
=1
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com f; €eR,i=1,... k.

k k
0 < (d)"Ad® =) (Bid') A = pi(d")" Ad".
=1

i=1

Pela Definicao 2.1 , temos que Zle Bi(d)T Ad® = 0, o que é uma contradicdo. Portanto

direcoes conjugadas sao linearmente independentes. 0O

Pelo Lema 2.2, um conjunto de vetores A-conjugados no IR"™ nao pode conter
mais de n elementos.

Tendo isso em vista, dado um conjunto de vetores A-conjugados {d°,d*, ...,d" "'},
z¥ € R", ay € argmin f(z* + ad”), nosso objetivo é considerar um iterando x**1 definido
por

" = 2% 4 agd”, (2.4)

com k=0,..,n—1.
Consideremos a funcao f definida por (2.2). Sabendo que V f(z) = Az +b, temos

que

V(") = Az 4 b = A(a® 4 o d®) + b= Vf(2F) + a,Ad". (2.5)

Queremos agora definir como serao calculados os valores do comprimento de passo

ag, sendo que eles satisfazem a seguinte relacao:

f(z* + apd®) = Hgﬁ f(z® + ad®). (2.6)

Dados z*, d* € IR". Definamos a funcao ¢ : IR — IR por

pla) = fla" + ad")

Na Fig. 2.2 temos o gréfico de f, um segmento de reta representando os pontos z* + ad*

e uma curva sendo o grafico de ¢. Calculemos sua derivada.

() = Vf(aF+ ad)Tdx
= (Vf(2*) + aAd*)Td*
— Vf(aF)Td* + a(dh)T AdP.
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Figura 2.2: Restricao de uma funcao a um segmento.

Como ay, é o minimizador de ¢(«), entao ¢'(ay) = 0. Logo:

Definido «ay, obtemos
V(YT dd = V(2" 4+ apd®) T d* = o' (o) = 0, (2.8)

o que significa que V f(z**1) é ortogonal a d*.

Métodos de diregoes conjugadas nao sao métodos de descida. A natureza de cada
método é definida pela construcao do conjunto de vetores A-conjugados associado.

O que nos interessa é que todo método de dire¢oes A-conjugadas encontra solugao
para o problema de minimizacao irrestrita de uma funcao quadréatica em no maximo n

iteragoes, resultado que sera provado no Teorema a seguir.

Teorema 2.3 Seja f uma funcio quadrdtica. Para qualquer ponto inicial 2° € R™, com
qualquer escolha de conjunto de vetores A-conjugados, o ponto x™ obtido de acordo com

(2.4) € a solugao global do problema (2.1).

Demonstragao. Seja r* o minimizador de f e {d°,d",...,d" '} um conjunto de vetores A-

conjugado. Pelo Lema (2.2), o conjunto {d°,d',...,d" "'} forma uma base do IR", entdo



podemos escrever

n—1
T — IO — E 'deky
k=0

para alguns v, € R com k = 0,1,...,n — 1. Fixando k, com k € {0,...

multiplicar a igualdade (2.9) por (d*)T A, obtendo
(dk)TA(x* . ZCO> — ’}/k(dk)TAdk,
porque as diregoes sao A-conjugadas. Logo:

B (dk)TA(x* . JIO)
T = (d*)T Ad¥

Por outro lado, pela relagao (2.4) temos

o =2+ apd® + ...+ ak,ldk’l,

que multiplicada por (d*)T A fornece
(dk)TAxk — (dk)TA$O
pois as diregoes sao A-conjugadas. Substituindo isto em (2.11) temos

B (dk)TA(l’* . C(,’k)
T = (d¥)T Ad¥

e sabendo que Ax* = —b obtemos

B _(dk;)Tb _ (dk)TA.%'k
Te = (d*)T Ad*
—(@")'V f (")
(d¥)T Ad¥

= Q.

Portanto, podemos reescrever a relagao (2.9) da forma
n—1
=2+ Zakdk =",

k=0

onde a ultima igualdade segue da relagao (2.4).

22

,n — 1}, vamos

(2.10)

(2.11)

(2.12)

O

Provaremos a seguir uma importante relacao que mostra que o gradiente em um

ponto dado ¢é ortogonal as diregoes anteriores.
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Lema 2.4 Dado 2° € IR", seja a sequéncia definida em (2.4). Entdo
Vf*)Td =0,
para todo j < k.

Demonstragdo. Vamos provar por indugao em k. Para k = 1 temos que V f(z')Td’ =0
pela relagao (2.8). Temos por hipdtese de inducao que vale para k — 1 e queremos provar
que vale para k. Para j = k — 1 temos que V f(2¥)Td’ = 0, pela relacao (2.8). E para
j <k —1, pela relagao (2.5), temos

Vi@M)Td = (Vb)) + a1 Ad*1) T
Usando a hipdtese de inducgao e pelo fato das diregoes serem A-conjugadas, temos que
Vf@@*)Td =VfHTd =0,

que conclui a demonstracao. 0O

Teorema 2.5 Dados 2° € R, seja {d°,d', ..., d*} um conjunto de dire¢oes A-conjugadas

+1

e ay definido de acordo com a relagdo (2.6). Entdo x*T! € solucdo global de

min

min f(z)

onde Dy, = 20+ [d°, d*, ..., d"]

Demonstracao. Se "1 € Dy, entdo ele pode ser escrito da forma

k
Pt =20 Z t;d'.
i=0
E todo x € Dy pode ser assim escrito
k
x =20+ Z s;d".
i=0
Entdo, x — zF*! = Zf:() rid € [d° ..., d*], onde r; = s; — t;. Pelo Lema 2.4 temos que
Vf(aF )T (2 — 2F1) = 0.

Como f é convexa e D, é convexo, aplicando o Corolario 1.16 concluimos que o ponto

k+1

2" é solucao global do problema. 0O
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Observacoes

Existe uma simples interpretacao das propriedades das direcoes conjugadas. Se a
matriz Hessiana da fungao quadratica é diagonal, entao as curvas de nivel da funcao sao
elipses cujos eixos sao alinhados com os eixos coordenados. Assim podemos encontrar o
minimizador desta funcao realizando minimizacao unidimensional ao longo das diregoes

coordenadas ey, es, ..., €,; a partir de qualquer ponto z* € IR™.

A Fig. 2.3 mostra as curvas de nivel de uma funcdo em IR? e que a partir de
um ponto z° tomando como direcao inicial a direcao dos eixos coordenados, conseguimos

encontrar o minimizador global desta funcao em somente duas iteracoes, o ponto x2.

Figura 2.3: Curva de nivel de f com matriz Hessiana diagonal.

Ja quando A nao é diagonal, as curvas de nivel da funcao f ainda sao elipses,
mas elas geralmente nao sao alinhadas com as direcbes coordenadas. A estratégia de
minimizagao sucessiva em torno e ao longo dessas direcoes nao garante que chegaremos

na solugdo em n iteragoes (ou entdo num nimero finito de iteragoes).

A Fig. 2.4 mostra as curvas de nivel de uma funcao em IR? e que a partir de um
ponto x° tomando como direcao inicial a direcao dos eixos coordenados, nao garante que

encontraremos solucao em n iteragoes.

2.3 Método dos Gradientes Conjugados

Nesta se¢ao estudaremos um modo de gerar direcoes conjugadas e apresentaremos
o método dos gradientes conjugados para minimizar uma funcao quadratica.
Dado z' € IR" definamos

d’ = -V f(z (2.13)
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Figura 2.4: Curva de nivel de f com matriz Hessiana nao diagonal.

" = —V (2" + BdF (2.14)

com z¥*1 dado pela relacdo (2.4) para k = 0,1,....,n — 1. O parametro (3 é escolhido de

modo que duas direcoes consecutivas d* e d**! sejam A-conjugadas. Como

0= (dk>TAdk+1 _ (dk)TA(—Vf($k+l) 4 6kdk:)
0= (d*)TAd**! = —(d¥)T AV f(aMF) + B (dF)T AdP,

de onde
(dk)TAVf(iEk+1)

(d*)T Ad¥

B = (2.15)

Vamos agora apresentar o Algoritmo dos Gradientes Conjugados:

Algoritmo 2.6 Algoritmo GC

Dado: z° € R"
k=0
d’ = =V f(z?)

REPITA enquanto V f(z*) # 0
Calcule oy, = argminf(z* + ad®)
2F = ok 4 apd®
Avalie V f(z"*1)

Calcule
4 = Y f(aH) + Bpd®
k=k+1
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Ressaltamos que o Algoritmo GC estd bem definido, ou seja, se V f(z¥) # 0 entdo

d* # 0 e o0 novo ponto pode ser calculado. De fato, por (2.8) obtemos que
VI d" = Vi@ (=Y )+ Bad") = | Vi) | £0,

portanto d* # 0.

O préximo teorema mostra que as diregoes geradas pelo Algoritmo GC sao, de

fato, A-conjugadas e que os gradientes sdo ortogonais.

Teorema 2.7 Seja 2% definido por (2.4) e {d°, ..., d*} um conjunto de dire¢oes geradas
pelo Algoritmo. Entao
V@)V f(a) =0

e

(dk-i-l)TAdj — 0’
para todo 7 =0,... k.

Demonstragdo. Denotemos ¢g; = V f(x%). Vamos provar por indugao em k. Para k =
1, pela relacdo (2.8), obtemos g7 gy = —grd® = 0. E pela definicio de 3, temos que

(dT Ad° = 0. Suponhamos que vale para k, queremos provar que vale para k+1. Usando

a definicdo de d**! e a hipétese de inducao que as direcdes d°,. .., d" sao A-conjugadas,
conclufmos que gi, &’ = 0 para j =0,..., k. Dessa forma,
Giin9i = Ghr (=& + B;_1d" ) = 0. (2.16)

Pela defini¢ao de 3y, temos que (d*t1)T AdF = 0. Além disso, para j < k, a hipdtese de

inducao nos fornece
(A" NTAD = (—gpy1 + Brd®)TAd = —gp 1 AdV.
Usando a Defini¢ao (2.1) e o que foi estabelecido pela relagao (2.5), obtemos

(dk+l)TAdj _ _gg+1 (ngrlt_ gj) - 0.
J

Variantes dos métodos de gradientes conjugados

O Lema a seguir mostra outras formas de calcular o parametro 3 que apresenta

grande importancia tedrica e pratica, pois nao requer o calculo da Hesssiana da funcao f.
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Lema 2.8 Seja [y definido em 2.15. Entao

VT (VM) — Vi)

B = VPV F (2 (2.17)
B Vf(:L‘k+1)TVf(Jik+l)
B = Y )Y F(2) (2.18)

Demonstragao. Por (2.5)
o V) - Vi)

Ad )
Qy
Substituindo na expressao de (i, temos que
vf(xk—i-l)TAdk
" (d*)" Adt k1 k
V(") = V()
) V(a7 ( o )
()T (Vf(rc’““) - Vf(w’“))
Qy
Usando 2.8 obtemos
P /(i WA (i B )

(d*)TV f (k) — (dF)TV f ()
VDT (VI = V@)
—(d*)"V f(a*)

Verifiquemos que —(d*)TV f(z*) = V f(2*)TV f(2*). De fato, usando a defini¢gao de d”
dada em (2.14) e (2.5), temos

—(d*)'Vf(a*) = —(=Vf(@") + Bad )TV f(2)
= Vf(@@")'Vf(@b) = B (d1)TV f(a*)
= VTS,
Portanto

VT (VM) - V(b))
Vf(@*)TV f(2F)
provando (2.17). A relacdo (2.18) segue de (2.17) e do fato que V f(z**!) é ortogonal a
V f(2*), como provado no Teorema (3.6).

B =

(2.19)

O

A expressao (2.17) é devida a Polak e Ribiere (GCPR) e a férmula (2.18) é devida
a Fletcher e Reeves (GCFR). As expresoas (2.15), (2.17) e (2.18) coincidem para fungoes

quadraticas como provado no lema anterior. No entanto, serao uteis quando estendermos
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o método dos gradientes conjugados para funcoes nao quadraticas, conforme discutiremos

na préxima secao.

2.4 Generalizacao para funcoes nao quadraticas

Nesta secao estenderemos o algoritmo estudado na secao anterior para mini-
mizacao de fungoes nao quadraticas, os quais sao obtidos através de simples mudancas
no Algoritmo GC. Observe que as férmulas (2.17) e (2.18), devidas a Polak e Ribiére e a
Fletcher e Reeves para o célculo do parametro [, independem da matriz A. O passo ay
é definido como argmin f(x* + ad").

No caso de fungoes quadréticas, o passo «y é calculado de forma explicita pela
férmula (2.7). Para fungées ndo quadraticas faremos uma busca linear ao longo da diregao
d*, sendo que esta busca pode ser pelo método da Secao Aurea ou pela busca de Armijo.

Além disso, devemos considerar o gradiente da funcao em questao.

2.4.1 Buscas unidirecionais

Uma da idéias fundamentais para a construcao de um algoritmo é escolher, a
partir de cada ponto obtido uma direcao para dar o préximo passo. Nesse caso, a possi-

bilidade mais razoavel para essa escolha é determinar uma direcao em que f decresce.

Definicao 2.9 Considere uma funcdo f : IR" — IR, um ponto x* € R" e uma direcdo de
descida d* € R™. Dizemos que d* é uma direcao de descida para f, apartir de ¥, quando
existe 6 > 0 tal que

fa® +ad") < f(a),

para todo o € (0, 6).

Como nem sempre podemos suceder com esse tipo de avaliacao de funcao, apre-

sentaremos uma condicao suficiente para que uma direcao seja de descida.

Teorema 2.10 Se Vf(2¥)Td* < 0, entio d* é uma direcdo de descida para f, a partir

de xF.

Demonstracao. Temos por hipbétese que

or

8dk a—0 e}

0> Vf"Td =
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e pela preservacao do sinal, existe 0 > 0 tal que

fa* + ad") — f(a¥)

«

< 0,
para todo o € (—9,6), o # 0. Portanto
f(a" + ad®) < f(a")

para todo « € (0, ), completando assim a demonstragao. 0

Busca exata

Neste caso, a busca na direcao é feita de forma exata. Discutimos o método de

Secao Aurea. Para definirmos este método precisamos do conceito de fun¢ao unimodal.

Defini¢ao 2.11 Uma fun¢ao continua ¢ : [0,00) — IR € dita unimodal quando admite um
conjunto de minimizadores [t1,ts], € é estritamente decrescente em [0,t1] e estritamente

crescente em [ta, 00).

Alguns exemplos de func¢oes unimodais sao mostrados nas figuras abaixo. Note-

mos que o intervalo [t1,t5] pode ser degenerado.

i

~
W e —

Figura 2.5: Exemplos de func¢ao unimodal.

Para sabermos como funciona o algoritmo, observemos a Fig.2.6 e os seguintes

itens.

Suponhamos que o minimizador da func¢ao ¢ pertence ao intervalo [a, b].

1. Consideremos a < u < v < b no intervalo [0, c0).
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v

Figura 2.7: Divisao de [a, b].

2. Se p(u) < ¢(v) entdo o trecho (v, b] ndo pode conter o minimizador e portanto
podemos descartéa-lo.
3. Se ¢(u) > ¢(v) entao o trecho [a,u) nado pode conter o minimizador e portanto

podemos descarta-lo.

4. Particionamos o intervalo que sobrou e repetimos o processo.

Denotaremos o novo intervalo particionado por v e v de [a™, b*].

O critério relevante nesse método é a escolha do posicionamento de u e v. A
primeira vista, o que é mais 6bvio ¢ dividir o intervalo em trés partes iguais, conseguindo
assim descartar 33,3% do mesmo a cada iteracao como ilustrado na Fig. 2.7. No entanto,
conseguiremos um resultado mais eficaz se escolhermos u e v dividindo o segmento [a, b]

na razao aurea, que sera apresentada na proxima definicao.
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Defini¢ao 2.12 Um ponto ¢ divide o segmento [a,b] na razao durea quando a razao en-

tre o maior segmento e o segmento todo € igual a razao entre o menor e o maior dos

-1
segmentos. Tal razao é conhecida como niumero de ouro e vale ~ 0.618.
Assim, temos que u e v devem satisfazer
b—u u—a v—a b—vw
= e = : 2.20
b—a b—u b—a v—a ( )

Considerando 6; e 05 tais que
u=a+0;(b—a) e v=a+6y(b—a),

substituindo u na primeira expressao de (2.13) temos

b—(a+6i(b—a)) a+0i(b—a)—a
b—a b= (a+0:(b—a))

que pode ser reescrita como

b—a)1—60)  6u(b—a)

b—a (b—a)(1—6y)

assim obtemos 4
TR P B
( 1) (1 — 91>

Analogamente, substituindo v na primeira expressao de (2.13) temos que:

1—06,
0y = )
2 0,

— /b
Resolvendo esta equacao e notando que 6, e 6, € [0, 1], temos que: 0; = 2\/_

V5 —
2

~ 0,382

ety = ~ 0,618. Cabe notar que #; e 0, satisfazem as seguintes relagoes:

(02)2 = 91 (§] 91 + 02 =1. (221)

Se dividirmos o intervalo segundo a razao durea, conseguimos descartar cerca de
38% do intervalo [a,b] a cada iteragao e diminuimos o nimero de avaliagoes de fungao,
pois além disso reaproveitamos um dos pontos u ou v e a avaliacdo de ¢(u) ou p(v),
conforme veremos nos resultados seguintes. Se o ponto v é aproveitado na proxima etapa,

ele passa a ser u*. Para u temos v = u.
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a i v b

= : L 4 .
o % ek +

a u v b

Figura 2.8: u™ = v.

Lema 2.13 Na se¢do durea, se [a,u) € descartado entao ut = v.

Demonstragao. Como [a, u) foi descartado entao a* = u e bt = b. Logo, temos

ut = at+6;(b" —at)
= u+6,(b—u)
= a+0;(b—a)+6,(b—(a+6:(b—a)))
= a+ (200 - (61)*)(b—a)

Usando as relagoes (2.21), temos (6;)* = 36; — 1. Entao

ut = a+ (20, —36+1)(b—a)
a+(1—46,)(b—a)
= a+03(b—a)=n.

A Fig.(2.8) ilustra o Lema (2.13).

Lema 2.14 Na secdo durea, se (v,b] € descartado entio vt = u.

Demonstragao. Como (v, b] é descartado entao a™ = a e b* = v. Usando as relagoes (2.21)

obtemos:
vt = at+0,(bT —at) =a+63(v—a)

= a+6(a+0:(b—a)—a)
a+03(b—a)
= a+6,(b—a)=u.
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Algoritmo 2.15 Secio Aurea

Dados: p>0;e¢>0
Fase 1: Obtengao do intervalo [a, b]
ap=0,s0=peby=2p
k=0
REPITA enquanto ¢(bg) < ¢(sk)
Ajt1 = Sk, Sk+1 = bp € by = 20y
k=k+1
a=ag, b="b
Fase 2: Obtengao de « € [a, b]
ag=a, bp =0b
ug = ag + 01(bg — ag), vo = ag + (b — ag)
k=20
REPITA enquanto b, — aj, > €
SE ¢(uk) < ¢(vx)
Aky1 = A, Dpy1 = Uk, Upg1 = Up, Upg1 = Apqr + 01 (D1 — arp)
SENAO
A1 = Uk, bpg1 = b, U1 = Vi, Vpg1 = Gpg1 + O2(bpg1 — Gry1)

k=k+1
Ug + Vg
2

Defina o =

Busca inexata

Abrindo mao da pretencao de obter um minimizador exato na direcao dada,
discutamos o critério de Armijo que se satisfaz com um decréscimo suficiente na funcao.
Consideremos um ponto ¥ € IR", uma direcao de descida d* € R" e n € (0, 1).

A regra de Armijo consiste em encontrar «y tal que
f(@* + apd®) < f(2F) + nap V f(2F) T db.

o que significa que teremos uma reducao no valor da funcao e, além disso, que ela sera

proporcional ao comprimento do passo. O proximo teorema garante esse resultado.

Teorema 2.16 Considere uma funcdo diferencidvel f : R™ — IR, um ponto z* € R",
uma dire¢io de descida d* € R™ en € (0,1). Entao existe § > 0 tal que

fa" + ad®) < f(a) +naV fh)"d",

para todo a € (0,0).



34

Demonstragdo. Se temos V f(z*)Td* = 0, o resultado segue da defini¢ao de direcao de

descida. Suponhamos agora que V f(2*)Td* < 0. Assim, como 7 < 1, temos

oo Ft +adh) — £(ah)

a—0 8%

= Vf("Td" <V f(")Td".

Portanto, existe § > 0 tal que

fa* + ad®) — f(a")

- <V f(h)rd",

para todo a € (0,0). Logo
f(a* +ad") < f(z*) + naV ()" d",
completando assim a demonstragao. 0O
Para entendermos melhor essa condicao, consideremos a fungao ¢ : [0,00) — IR

dada por
ola) = f(2* + ad").

A aproximacao de primeira ordem dessa funcao em torno de v =0 é
p(a) = ¢(0) + a@'(0) = f(a") + aV f(a")Td".
Assim a definigao de busca de Armijo pode ser reescrita da forma

p(0) = p(a) = f(a*) = f(a" + ad®) = n(p(0) - p(a)).

Isto significa que queremos um passo cuja reducao seja pelo menos uma fracao n da
reducao que conseguimos no modelo linear. Fato este ilustrado na Fig. 2.9.
Notemos que a condigao de Armijo é satisfeita para os pontos em que ¢ estd
abaixo de ¢, onde
_ k kAT 7k
q(a) = f(2") +naV f(z")"d".

Algoritmo 2.17 Busca de Armijo

Dados: z* € R"; d* € IR" (diregao de descida), n € (0,1)

t=1
REPITA enquanto f(z* + ad®) > f(2*) + naV f(z*)Td*
t—0,8t

Porém, vale ressaltar que além de usar a busca de Armijo [6] precisamos de mais
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FAN
p(0)=F(x)
f(x<+ a d¥) +
p(q) T

Figura 2.9: Armijo.

uma condicao para garantir que d¥ é uma direcao de decréscimo da funcao dada pela
condigao forte de Wolfe, que veremos mais adiante. Para mais detalhes, consulte [13].
Para garantir o bom desempenho do algoritmo, precisamos ser mais precisos sobre
a escolha da busca linear do parametro «y, porque de modo geral a direcio d* pode nao
ser de descida.
Consideremos d* = —V f(2*) + 3,_,d*~! dada no algoritmo e facamos o produto

interno com o gradiente da funcdo f em z*

VfEhTd = V@) (=Vf(a*) + frad™)
Vi@t = — || VF(E@*) |2+ V f (") d* !

Se a busca linear é exata, ou seja, se ap_1; é o minimizador de f ao longo da
direcao d*!, entao Vf(2F)Td*! = 0. Neste caso, se Vf(z*)Td* < 0, entdo d* é uma

direcao de descida. Mas se a busca linear nao é exata, podemos ter:
Vf(@)Td® = — | V(") > +8a Vf(2F)Td" 1.

Mas também podemos ter que V f(z*)Td* > 0, implicando que d* é uma direcao
de crescimento da funcao. Podemos evitar isso fazendo com que ay, satisfaca as condigoes
fortes de Wolfe, dadas por

fa*+opd®) < fa®)+erapV (2T d e | Vf(aF4apd)Td" |< ey | V(") d" |
(2.22)

onde 0 < ¢; < < % A primeira desigualdade é o critério de Armijo com 1 = ¢;.
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Lema 2.18 Considere o Algoritmo GC com o By de Fletcher-Reeves e «y, satisfazendo a
condicdo forte de Wolfe (2.22). Entdo o método gera direcdes de descida d* que satisfazem

a sequinte desigualdade:

1 < V f(z*)Td < 202—17
L=y T [V P T 1-c

(2.23)

para todo k= 0,1, ....

Demonstragao. Notemos que a fungao ¢ : IR — IR definida por ¢(§) := ((215:;)) é mondtona
crescente no intervalo [0, 3] e que (0) = —1 e #(3) = 0. No entanto, pelo fato de ¢, € (0, 3),
nés temos: 5 .
Cy —
-1< < 0. 2.24
= (2.24)

A condicdo de descida Vf(z*)Td* < 0 segue imediatamente uma vez estabelecida a
condigao (2.23).

A prova é por inducao. Para k = 0, o termo médio na expressao anterior é —1,
entao usando (2.24), podemos ver que as duas desigualdades em (2.23) sao satisfeitas.
Assumamos que (2.23) é assegurada par algum k& > 1. Da definicdo de 3, e d**! no
Algoritmo GC-FR, temos:

V f (k)T gh+t
IV ()2

Vf(:Ek—H)Tdk _ N Vf(xk+1)Tdk

:—1+ﬁkm_ VFERP

(2.25)

Usando a condigao de busca linear | V f (2% +apd®)Td* |< ¢y | Vf(2®)Td" |, temos

que | Vf(2*)Tdr |< =V f(2*)Td*, de onde, combinando com (2.25), obtemos

v k Tdk V k+1 Tdk—l—l V k Tdk
IR AC )k _ < flo k>+1 <1 —cgﬂI—LQ. (2.26)
IV f(@*)]] IV f (1)l IV f ()]
Que substituindo pelo termo % a esquerda da hipdtese de indugao (2.23)
nos obtemos: T et
1 C2 _Vf(x )" d §_1+L’
L—cy = [V f(a*)]? 1—c
que nos mostra que (2.23) é assegurada para k 4+ 1 como queremos. 0O

Aplicando o lema a | Vf(2* + ad®)Td* |< ¢y | Vf(2*)Td* | veremos que
Vf@E@MTdd = — || V(%) ||> +8,_1V f(a®)TdF=t é negativa, e concluimos que qualquer

procedimento de busca linear que forneca «y, satisfazendo:

f(a"+apd®) < f(a®)+crapV f(2F) T d e | V(o +apd)Td" |< ey | VF(2*)Td" |
(2.27)
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iréd assegurar que todas as direcoes d* sdo direcoes de descida para a funcéo f.

Quando f é uma funcao nao quadratica fortemente convexa e a busca linear ¢é
exata, desde que os gradientes sejam ortogonais, os parametros 0, de GCPR e GCFR
sao iguais. Quando aplicados para funcoes nao quadraticas com busca linear inexata,
as propriedades dos dois algoritmos diferem fortemente. Experiéncias numéricas indicam
que o Algoritmo GCPR tende a ser o mais eficiente entre os dois. Um fato supreendente
sobre o Algoritmo GCPR é que a condicao forte de Wolfe nao garante que d* seja sempre

uma dire¢ao de descida. Se definirmos o parametro (3, como

B = { max{f,0}}

entao uma simples adaptagao da forte condicao de Wolfe assegura que as propriedades de
descida sao mantidas.

Implementacgoes do método dos gradientes conjugados para uma funcao qualquer
geralmente possuem propriedades semelhantes as do método dos gradientes conjugados
para uma funcao quadratica. Uma interpolacao quadrética (ou cibica) ao longo da diregao
de busca d* esta incorporada no processo de busca linear. Esta caracteristica garante
que quando f é uma funcao quadratica estritamente convexa, o comprimento do passo
ay, é escolhido exatamente como sendo o minimizador unidimensional, entao o método
do gradiente conjugado para funcgoes nao quadraticas se reduz ao método para fungoes
quadraticas.

Outra modificacao que é frequentemente usada em procedimentos de gradientes
conjugados para fungoes nao quadraticas é reiniciar o algoritmo a cada n etapas definindo
B, = 0, tomando assim uma direcao de maior descida. Este processo serve para refrescar
o algoritmo, apagando informacoes velhas que podem nao ser mais tteis. E possivel até
mesmo provar um forte resultado tedrico: a reinicializacao leva a convergéncia quadratica

na n-ésima etapa, ou seja:
| Zhin — @ [|= Ol 2 — 2™ |1?).

Com um pouco de andlise, podemos ver que este resultado nao é tao surpreen-
dente. Consideremos uma funcao quadratica que seja fortemente convexa numa vizinhan-
ca da solucao e nao seja quadratica em todos os outros pontos do dominio. Assumindo
que o algoritmo é convergente para a solugao em questao, as iteracgoes irao eventualmente
entrar na regiao quadratica. Em algum ponto o algoritmo sera reiniciado naquela regiao,
e daquele ponto em diante, suas caracteristicas serao simplesmente aquelas do método
de gradiente conjugado para func¢oes quadraticas. Em particular, terminacao finita ira
ocorrer dentro de n passos de reinicio. O reinicio é importante, porque as propriedades
de terminacao finita do algoritmo se mantém somente quando a direcao de busca inicial

d’ é igual ao oposto do gradiente.



38

Ainda que f nao seja exatamente quadratica perto da solucao, o Teorema de Tay-
lor implica que ela pode ser aproximada muito de perto por uma quadratica. No entanto,
mesmo nao esperando terminacao em n passos depois do reinicio, nao é surpreendente

que um progresso substancial é feito em direcao a solucao, como indicado por:
| Zhn — @ [|= Ol 2 — 2™ |1?).

Embora este 1ltimo resultado seja interessante de um ponto de vista tedrico, ele
pode nao ser relevante num contexto préatico, porque métodos de gradientes conjugados
para funcgoes nao quadraticas podem ser recomendados somente para resolver problemas
de dimensao grande (n grande). Em tais problemas o reinicio pode nunca acontecer, desde

que uma solucao aproximada seja encontrada em menos que n passos.



Capitulo 3
Complexidade Algoritmica

Neste capitulo discutimos a minimizagao de uma funcao quadratica em subespa-
¢os com o intuito de provar que os métodos de gradiente conjugados tém complexidade

6tima da ordem O (1%2) em termos do valor da funcao.

3.1 Minimizacao em um subespacgo

Nesta secao veremos como minimizar num subespaco do IR"™ uma funcao quadratica
f :IR"™ — IR definida por

flz) = %xTAm + bz +c (3.1)

onde A € R™" é uma matriz definida positiva, b € IR" e ¢ € IR. A principal referéncia
desta secao é [3].

Iremos agora fornecer algumas defini¢oes essenciais para o desenvolvimento desta

Considere V' um subespaco vetorial do IR™. Seja S € IR™* uma matriz cujas
colunas formam uma base para V', onde k£ é a dimensao do subespago V. Denote as

colunas de S por d°,d, ..., d* 1.

Definicao 3.1 Dado um ponto x e um subespaco vetorial V', a variedade linear paralela

a'V e que contém x € o conjunto de todos os pontos x + Ss tais que Ss € V.

Portanto, se y € x + Ss ele pode ser escrito da forma
y=1a+ sod’ + s1d' + ...+ sp_1d*71, (3.2)

onde d°,d', ...,d*! sao as k colunas da matriz S.
A figura a seguir ilustra um exemplo desse tipo de minimizagao em dois subes-

pacos S e T' de dimensao um.

39
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Figura 3.1: Minimizacao em dois subespacos de dimensao 1.

Vamos agora considerar o problema de minimizar f numa sequéncia de variedades
de dimensao crescente. Lembrando que se a dimensao final for igual a n significa que

estamos minimizando a func¢ao no IR". Para isso provemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Seja [ a funcao quadrdtica com Hessiana A € R™", T € R" definida em
(2.2), V um subespago de R" e suponha que STAS é nao-singular. Entdo o ponto critico

de f na variedade T + Ss € dado por

ot =7 — S(STAS) ' STV f(z) (3.3)

e satisfaz STV f(xt) = 0. Se STAS € definida positiva, x= é o minimizador de f na

variedade T 4 Ss.
Demonstragio. Considere a funcao 7 : IR* — IR definida por 7(s) = f(Z + Ss). Entao

'(s) = STVf(z+ Ss)=ST[A(z+ Ss)+ b]
= ST(Az + ASs +) (3.4)
= STV f(z)+ STASs.
Seja st um minimizador de 7. Assim 7/(sT) = 0. Como ST AS é nio-singular

existe (STAS)™! e consequentemente

st = —(STAS)'STVf(z).
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Portanto, o minimizador z* de f na variedade T + Ss é
et =7z S(STAS) 'S8TV f(z). (3.5)

que por (3.4) satisfaz STV f(z7) = STV f(z + SsT) = 0. Além disso, se ST AS ¢ definida
positiva, 7”(s) = STAS > 0, donde concluimos que 7 é uma funcao quadratica fortemente
convexa. Como consequéncia, s™ é o minimizador da 7 e 7 é o minimizador global de f

na variedade = + Ss, completando a demonstracao. 0

Como STV f(zT) = 0 temos que
(@Y f() =0, (3.6)

para todo 3 =0,..., k—1.
Consideremos agora uma sequéncia de subespacos V) de dimensao k + 1; com

k=0,...,n—1. Dado = € IR", considere o minimizador na variedade T + Sis o ponto
oo =z — ST(STAS)'SIV f(z). (3.7)
Seja z¥ o minimizador na variedade Z + S,_;s, entdo podemos escrever z* da forma
F =7 4 sod® + s1d* . F s d"T =T+ spd® 4 sidt .+ s dPTH 4 0dF, (3.8)
com isso concluimos que x* € ¥ + S;_;5 C T + Sis e também que
VoCcViC...C V. (3.9)

Portanto, se z* € T+ Sy_15 € T+ Sp_15 C T + Sis, entao ¥ € T + Sis.
Vamos agora provar que se dois pontos pertencem a mesma variedade entao pode-

mos escrever a variedade em funcao de qualquer um desses pontos.

Lema 3.3 Se # e 2% pertencentem a variedade linear paralela ao subespago Vi, entdo
T+ Sps = x¥ + Sys.

~

Demonstracao. Considere 7 e o pertencentes a variedade Z + Sys. Logo 2¥ = 7 + S5

para algum §. Considere y arbitrario na variedade T + Sis, logo, para algum s,

y = T+ S8
= 2F+ 535+ S;5
= 2"+ Sp(=5+3)
= 2F 4+ Sys*,
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e portanto y pertence & variedade z¥ + Sis. Analogamente se y pertence a variedade
k
" 4+ Sks,

y = 2F+ S5
= T+ SpsS+ Sis
= T+ S,(§+53)
= T+ Sis”,
0 que prova que x pertence a variedade r+ Ss. Portanto, podemos concluir que  + Sis =
¥ + Ss. 0O

Pelo Teorema (3.3) e Lema (3.3), temos que o minimizador de f na variedade

% + Sis é da forma

oF = gk — S (ST AS,) TSIV f(2F). (3.10)
Pelo fato que
d*"
d’
SLVIE) = | || Vet | =0,
dkflT
temos que
o
a’ ;
VI = | e = = (@) ¢
dk—lT -
S V()
onde
0
€ — : € IRk-H.
0

Substituindo em (3.10), temos que

ah = gk — ((dF)TV f(2%)) Si(STASK) ey
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3.2 Minimizacao nos espacos de Krylov

Dada uma matriz A € IR"*" simétrica e 2° € IR", definimos o k-ésimo espaco de
Krylov por
K = [A:L‘O,AZxO, ...,Akxo} .

Nesta segao discutimos a minimizacao da fungdo quadratica (3.1) na variedade
Vi = 2° + k. Para simplificar a notacao consideremos novamente a funcao f : R” — IR
definida por

1
f(z) = §xTAa: +b'r+c,

com A € R™" uma matriz simétrica definida positiva, b € IR" e ¢ € IR. A funcao f tem

um unico minimizador z*, que é global e satisfaz
Vi) =Az"+b=0.

Consideremos agora a seguinte mudanca de variavel y = z — x*, que nos fornece

x =y + x*. Subtituindo temos

fly+ %)

3+ Al +27) + b (y +a7) + ¢
= sy Ay + ()T Ay + 0Ty + 5(*)T Az + bT2" +

onde 1(z*)TAz* 4+ bTz* + ¢ 6 uma constante que serd denotada por ¢. Assim usando isto

e o fato que z* é o minimizador de f,

fly+a*) = syt Ay+ (") Ay +b"y +¢
— LT Ay + (A" +b)Ty + ¢
= %yTAy +c.

Dessa forma, sem perda de generalidade e a menos de uma translagao podemos considerar
a funcao f : R" — IR definida por

1
f(z) = =2’ Ax.
2
Olhando para a vizinhanca do minimizador, podemos dizer que o grafico dessas

fungoes apresentam um comportamento caracteristico que é mostrado na Fig. 3.2.

Lema 3.4 Dado 2° € IR", considere a variedade linear Vi, = 2°+ k;,, a funcao quadrdtica
flz) = %xTA:(:. Entao para todo x € Vj, existe um polinomio q; : IR — IR de grau menor

ou iqual a k, com ag =1, tal que:

r= g e () = ST Ala(A)",
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Figura 3.2: Grafico de uma funcao quadrética definida em IR?.

Demonstragdo. Seja x um ponto pertencente a variedade linear Vj, = z%+[A2°, A%, ..., A¥20].

Ele pode ser escrito da forma
= apr® + a1 Az® + ayA%2° + ... + apAFa®
com ag = 1. Colocando z2° em evidéncia, temos
z = (agl + a1 A+ asA® + ... + a;, A)a”,

que pode ser reescrito da forma

T = qp(A)2°,
k
com ¢, : R¥ — IR dado por q(t) = Z a;t", com ag = 1, provando a primeira igualdade.
=0

Além disso, pela definicao da funcao

1
f@) = 5(@")" (@(A))" Alge(A))2",
Usando o fato que A é simétrica,

((ANTA = (aol + a1 A+ as A% + ...+ a, AF)TA
= A(apl + a1 A+ aA* + ... + a;, A)
= Algr(4))

e consequentemente f(z) = 3(z°)" A(gy(A))?2° completando a demonstracao. O



45

Corolario 3.5 Se ¥ = argmin, .y, {f(x)}, entdo

para todo polinomio qi no espagco P dos polinomios de grau menor ou igual a k e ag = 1.

Demonstracao. Pela definicao de ¥,

fah) < f(z)

para todo x € Vj. Usando o lema anterior segue o resultado. 0O

3.3 Complexidade algoritmica

Nesta secao mostramos que os métodos de gradientes conjugados para mini-
mizacao de fungdes quadréticas sdo 6timos, no sentido de Nesterov [12].

O préximo teorema, demonstrado em [10][pag. 270] relaciona o espaco gerado
pelos gradientes (Vf(z*)) e o espago gerado pelas direcoes (d*) obtidas pelo método de

gradientes conjugados com os espacgos de Krylov.

Teorema 3.6 Considere as sequéncias (z¥) geradas, a partir de 2° € IR™ e das direcoes
(d¥), pelo Algoritmo 2.6 de gradientes conjugados para minimizar f(x) = a7 Az. Se o

k

método nao termina em x*, entdo:

(a) kp = [Vf(2"),Vf(z'), .., V("]

(b) k= [d°,d*, ..., d*].
Demonstragdo. Demonstramos simultaneamente (a) e (b) por indugao. como k; = [V f(z%)]
ed’ = -Vf(2") = —Az" as afirmagoes sdo verdadeiras para k = 1. Agora suponha que

valem para k. Vamos provar que valem para k + 1. Pela definicio da funcao e pelo

algoritmo temos (2.5) , ou seja:
V") = V") + a1 AdE

Pela hipdtese de indugao (a), temos que V f(x*~1) € ki C kpy1 e por (b),

k

d-t = Z a; A'z.

=1
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Logo

k
AdFt = ZaiAi“a:O € Kyl

i=1
Consequentemente V f(z¥) € kjy1. Além disso, Vf(2¥) ¢ ry = [d°,d',...,d*"!], pois
caso contrdrio V f(z¥) = 0 tendo em vista o Lema 2.4 que diz que V f(z¥) é ortogonal a

todas as diregoes d' para todo i < k. Assim (a) estd provado. Por 2.13 e 2.14, temos que
d" = =V f(2*) + B 1d"™" € Krp
pelo item (a) e pela hip6tese de indugao, completando assim a demonstragao. 0O

O préximo teorema, provado em [14] garante que a complexidade algoritmica dos
métodos de gradientes conjugados em relacao ao valor da funcao é da ordem O (kiz)

Cabe ressaltar que o método classico de maxima descida tem complexidade O (%)
Teorema 3.7 Considere a sequéncia (z¥) gerada pelo método dos gradientes conjugados

1
a partir de x° € R", para a funcao f(z) = §LL’TAJ}. Entao

L|l2°|”
flab) < 2ok T 17

onde L € o maior autovalor de A.

Demonstragdo. Considere (2¥) a sequéncia gerada pelo algoritmo de gradientes conjuga-

dos, isto significa que z*

¢ minimizador de f na variedade
2+ [d,d . d

Pelo Teorema (3.6) 2 = argmin, .y, {f(z)} com Vi, = 2° + k. Pelo Corolario 3.5

(«")" A(gr(A))*2”,

DN | —

fla*) <

para todo polinomio ¢ no espaco P dos polinémios de grau menor ou igual a k e ag = 1.

Usando o Lema 1.10 temos que

L o2 2
7 191 a4 (311)

2 Hf700||2 maXop<z<r {Z (Qk(z))Q}

f(a*)

IN

IN
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onde L é o maior autovalor de A. Em particular, (3.11) vale para o polindémio

. TQk-ﬁ-l(\/i%)
"= ek () 12

onde Ty 1(x) = cos [(2k 4+ 1) arccos(x)] é o polinémio de Chebyshev. Mas por (1.7)
Topsr(x) = 2222 4 (=1)F(2k + 1)a

com ag = as = a4 = ... = 0. Logo

q-(2) = m (%)k +..+1

que é um polinémio de grau k com ¢,.(0) = 1. Assim ¢, € P. Substituindo a expressao
(3.12) em (3.11), temos que

2

fzh) < —g(gkLH)z H350H2 maxo<.<r, (T2k+1 (%)) . (3.13)

Usando o Teorema 3.6, maxg<,<1 |Tx(z)| = 1, temos o resultado. 0

A estimativa 3.12 é 6tima para minimizagao de fungoes quadraticas através de
métodos que fazem uso apenas de informacao de até primeira ordem da funcgao. Isto é,
para qualquer método de primeira ordem ¢ possivel exibir uma funcao quadratica tal que

o limite 3.12 é atingido, o que significa que ele é um limitante superior de complexidade.



Capitulo 4
Testes Computacionais

Os testes computacionais sao ferramentas que nos ajudam a investigar a eficiéencia
dos algoritmos na resolugao dos problemas de acordo com o critério escolhido. Além disso,
os critérios de parada também sao importantes pois podem constatar pontos estacionarios
ou que o algoritmo fracassou, ou seja, atingiu seu nimero maximo de iteragoes e nao
encontrou solucao para o problema.

Os algoritmos de gradientes conjugados discutidos no Capitulo 2 foram progra-
mados em Matlab 7.10 (R2010a).

Os testes computacionais foram divididos em duas baterias de problemas testes.
Inicialmente para calibrar os algoritmos trabalhamos com fung¢oes quadraticas com Hes-
siana aleatoria. Posteriormente comparamos as variantes dos métodos de gradientes con-
jugados de Fletcher-Reeves e de Polak-Ribiere com buscas unidimensionais exata e inexata

para fungoes ndo quadraticas incluindo os problemas sugeridos em [11].

4.1 Funcoes quadraticas

Programacao da matriz definida positiva

Para testar os métodos, foi necessario criar um programa que gerasse fungoes
quadraticas distintas. Para isso, usamos a fatoracao QR e a diagonalizagao de matrizes
simétricas.

Com o objetivo de gerar uma matriz A definida positiva com autovalores minimo
(m) e maximo (M), geramos inicialmente um vetor D com elementos aleatérios entre M
e m. Para tanto, usando o comando “rand”, geramos um vetor d com n valores aleatérios

entre 0 e 1 e consideramos para todoi=1,...,n

Dy =m+ e
" + (dma:c - dmzn)

(M —m)

48
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onde d,in € dpyae S20 0 menor e o maior valor entre as componentes de d. Notemos que

- (dmaz - dmzn)

Assim, quando esta expressao atinge seu maior valor, temos D; = M. E quando atinge seu

<1

menor valor temos D; = m. Para os testes, consideramos m = 1 e diversos testes com M
entre 2 e 10000. Para construirmos a matriz diagonal de ordem n com os autovalores de A,
usamos o comando “diag(D)”, que gera uma matriz cuja diagonal principal é preenchida
pelos elementos do vetor D.

Para gerar uma matriz ortogonal, criamos uma matriz V' € IR™*" com valores
aleatdrios e utilizamos o comando do Matlab “[Q, RR] = ¢r(V)” que gera uma matriz
ortogonal () e uma matriz triangular superior RR.

Finalmente temos que

A = Qdiag(D)Q".

Testes

Consideramos fungoes quadréticas f : R" — R da forma

f(z) = %:L‘TA.I.

Comparamos o Algoritmo 2.6 com as trés variantes do parametro (3, ou seja, o
dado por (2.18), proposto por Fletcher-Reeves e o (2.17) devido a Polak-Ribiere. Note
que para fungoes quadraticas, estas expressoes coincidem entre si.

Para os nossos algoritmos, o ponto inicial 2° é qualquer ponto pertencente ao
IR", gerado aleatoriamente pelo comando “rand”. O comprimento de passo foi calculado
explicitamente por (2.7).

O critério de parada que usamos foi a norma do gradiente menor que 107°.

A Fig. 4.1 mostra a variacdo da norma do gradiente para minimizacao de uma
funcao quadratica em R™ com n = 1000. Contudo, através da anélise do grafico podemos
perceber que a funcao foi minimizada em menos de 350 iteragoes.

Com isso podemos concluir que para funcoes quadraticas os algoritmos tém o

mesmo comportamento, ou seja, coincidem.

4.2 Funcoes nao quadraticas

Comparamos o Algoritmo dos Gradientes Conjugados (2.6) nas duas variantes

propostas por Fletcher e Reeves e Polak e Ribiere, com as subvariantes diferindo entre si
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—0
— GCFR
— GCPR

1 1 1 1 1
] =] 1ao 180 200 260 300 350
iteracoes

Figura 4.1: Variacao da norma do gradiente.

pela busca realizada por Armijo ou Secao Aurea para o calculo de ay. Assim, para fins

de comparacao temos quatro algoritmos:

e [GCFR — AU] - o Algoritmo de Gradientes Conjugados de Fletcher-Reeves com

Secao Aurea;

e [GCPR— AU] - o Algoritmo de Gradientes Conjugados de Polak-Ribiére com Secao

Aurea;

e [GCFR — AR] - o Algoritmo de Gradientes Conjugados de Fletcher-Reeves com

busca de Armijo;

e [GCPR— AR] - o Algoritmo de Gradientes Conjugados de Polak-Ribiére com busca

de Armijo.

O critério de parada foi de 10~ para a norma do gradiente. Caso o critério de
parada nao tenha sido atingido, em 10000 iteragoes, consideramos que o método falhou.

Como discutimos na Segao (2.4), nada garante que os métodos de gradientes con-
jugados minimizam uma func¢ao nao quadratica em n passos, logo, para manter o sentido
de conjugacgao entre as diregoes geradas, reiniciaremos o algoritmo a cada n iteragoes,
fazendo [ = 0.

Funcoes Testadas
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Consideramos a bateria de problemas proposta em [11], que consiste de 34 fungdes.
As primeiras 19 delas tém dimensao fixa, variando de 2 a 11, a vigésima fungao permite
variagao da dimensao da funcao de 1 até 31 e as outras fungoes, de 20 a 34 podem ter
qualquer dimensao.

As funcgoes sao dadas como a soma do quadrado de m funcdes, ou seja, dadas

fi:IR" — IR parai=1,...,m temos

O exemplo a seguir ilustra uma das funcoes desse banco de problemas.
Exemplo 4.1 A funcio de Rosenbrock ¢ definida em IR* como a soma de m = 2 fungdes:
fi(z) = 10(zy — 27) e fo(z) =1 — 2.
Logo, a funcao f a ser minimizada €
f(x) = fi(z) + f3(r) = 100x] + 10025 — 200x927 + 27 — 221 + 1.
O ponto inicial dado é z° = (—1.2,1). O minimizador da funcao € o ponto z* = (1,1).

Além deste banco de fungoes, implementamos as seguintes fungoes:

filz) = 223 =327 — 6x129(2y — 20 — 1);

folz) = 23+ 23— 3wia;

fa(x) = sen(xy) sen(w2) + €%

filx) = 22 — w9 + 203 — 201 + §x2 4 enrten,

fol@) = 2wy —a})? + (1 —a0)%
fo(x) = 100(xg — 23)? + (1 — 21)%
fr(@) = 20a}+ X+ zi1)?) + gl

fs(x) = gllall + 3T i (e — @i 1).
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onde as sete primeiras estdo definidas em IR? e a tltima em IR". Em nosso teste, consid-
eramos n = 2,10,25,50,100,500,1000,2000,5000.

Assim consideramos no total um banco de 42 funcgoes, algumas das quais com
liberdade na escolha da dimensao do problema. Assim, no total resolvemos 170 problemas

com dimensao entre 2 e 300.

Andalise dos Resultados

Na Fig.4.2 comparamos os quatro algoritmos e temos a variacao da norma do

gradiente da Funcao de Rosenbrock Estendida em funcao do nimero de iteracoes em
TR 1000

Norma do gradiente

— GCFR AU

"GCPR AU
— GCFR AR H
GCPR AR

0 10 20 30 40 a0 B0 70 80 90

Figura 4.2: Variacao da norma do gradiente.

O método de gradientes conjugados GCPR-AU com g dado por (2.17) devido a
Polak-Ribiere e busca exata para o calculo do comprimento do passo «y, foi o mais eficiente
para minimizar esta funcao.

Para poder tirar alguma conclusao mais geral do desempenho dos quatro métodos
consideramos o gréfico de perfil de desempenho como proposto em [4].

Este grafico consiste de uma ferramenta utilizada em Otimizacao para comparar o
desempenho de ¢ métodos de um conjunto 7', quando aplicados para resolver s problemas
de um conjunto .S, usando critérios como tempo computacional, niimero de avaliacoes de
funcao ou nuimero de iteragoes.

Como os quatro métodos sao analogos, utilizamos como critério de andlise o

nimero de iteracoes gasto para atingir o critério de parada.
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A Fig. 4.3 mostra o grafico de perfil de desempenho dos quatro métodos. O eixo

vertical representa a porcentagem de problemas resolvidos e o horizontal indica o fator

multiplicativo do niimero de iteracoes de um determinado algoritmo em relacao ao melhor

algoritmo.

— GCFR-AU
0.0l ——GCPR-AU
— GCFR-AR
— GCPR-AR
0 1 1 T
5 10 15 20

Figura 4.3: Grafico de perfil de desempenho.

Da Fig. 4.3 temos algumas interpretacgoes:

O método GCPR-AU ganha em 70% dos problemas, o método GCFR-AU ganha em
46% dos problemas, o método GCPR-AR ganha em 29% dos problemas e o método
GCFR-AR ganha em 21% dos problemas.

A soma da porcentagem de problemas resolvidos por todos os algoritmos é superior
a 100% pois quando dois métodos resolvem o problema, independente do nitimero

de iteracoes que cada um leva, é contabilizado para os dois.

GCPR-AU resolve 80% dos problemas gastando nao mais que o dobro do nimero
de iteracoes do melhor algoritmo; enquanto os demais algoritmos podem gastar até

4 vezes mais o menor numero de iteracoes.

Alguns problemas nao foram resolvidos por nenhum dos métodos. Fazendo uma
analise mais detalhada identificamos que os problemas 26, 33 e 34 nao foram re-

solvidos.

A ordem de desempenho dos métodos, colocada do melhor desempenho ao pior, é:
GCPR-AU, GCFR-AU, GCPR-AR e GCFR-AR.



Conclusao

Neste trabalho, com o objetivo de discutirmos o método dos gradientes con-
jugados para minimizagao irrestrita, apresentamos uma breve revisao e exposicao de
topicos de Algebra Linear e Calculo. Falamos das diregoes conjugadas e de suas prin-
cipais propriedades. Provamos que o método de gradientes conjugados minimiza uma

funcao quadratica definida em IR" em até n passos com complexidade 6tima.

Apresentamos o algoritmo de gradientes conjugados com duas variantes propostas
por Polak e Ribiere e por Fletcher e Reeves, expondo a coincidéncia dos algoritmos para

funcoes quadraticas.

Essas variantes permitem a extensao do método de gradientes conjugados para
funcoes nao quadraticas. Para tanto incluimos uma busca unidirecional exata, tipo Secao
Aurea, ou inexata, tipo Armijo. Constatamos através de testes numéricos que, conforme
o pressuposto inicial, o algoritmo de Polak e Ribiere com busca exata tem o melhor

desempenho.
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