CMM 134 - Introdugdo a Teoria de Integragdo - S1/2022

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética - UFPR

LISTA 2- Entregar até o final da aula do dia 31 de agosto

e E saudavel discutir suas diavidas com os colegas e também com o professor. (Mas nao irei aceitar
copias...)

e Resultados provados em sala de aula podem ser utilizados livremente, mas vocé deve cita-los e
justificar que eles se aplicam em suas justificativas.

Exercicio 1 Denote por L = L(X, A, 1) o conjunto das fungoes reais f : X — R e mensurdveis tais

que
/f+d,u<oo e /f_du<oo.
X X

Dada f € L, sua integral, com respeito a medida [, € definida pelo nimero real

Afwiéjﬂm—éfdw

(a) Considere uma fungao mensurdvel f : X — R tal que f = 0, em quase todos 0s pontos. Mostre
que f € L e que
/ fdu=0.
X

(b) Considere uma fun¢dao mensurdvel f : X — R e seja g € L tais que f = g, q.t.p. Mostre que

feLl eque
/1fdu::/mgdw
X X

Exercicio 2 Sejam (X, A, pu) um espago de medida no qual u(X) < 0o e {fn}lnen uma sequéncia em
L,, 1 <p< oo, que converge em quase todos os pontos para uma fungao mensurdvel f. Suponha que
eriste uma constante K > 0 tal que

|ful2)] < K,Vz € X,¥n € N;
Mostre que
(a) [ € Ly.

(b) fn converge para f em Ly, ou seja
Jim [ £ = fllp = 0.
Exercicio 3 Considere a aplicagao (-,-) : Ly — Ly — R dada por Mostre que
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(a) Mostre que (-,-) estd bem definida, isto ¢, independe da escolha dos representantes e que [y fgdu <
00.

(a) Mostre que (-,-) define um produto interno em L*. Conclua que L? é um espaco de Hilbert quando
munido com tal produto interno.

Exercicio 4 Seja (V.|| -||) um espago normado. Um funcional linear sobre V' é uma aplicagiao T :
V — R tal que:

o T'(au+w) =aoT(u)+ T(w), para todo o € R e todo u,w € V.
o cxiste M > 0 tal que |T'(v)| < M||v||, para todo v € V.

Seja g € L7 e considere T : L, = R, 1/p+1/q =1, definido por

T(f) = /fg dp.

Mostre que T é um funcional linear.

Exercicio 5 Seja (V)| -]|) wm espago normado. A norma || -|| provém de um produto interno (-,-) se,
e somente se, vale a igualdade (lei do paralelogramo)

lz + yl*lle = yl* = 2||=[* + 2l|y ||, va,y € V.
Considere (X, A, ) um espago de medida no qual existem E,W € A tais que
ANB =10, 0<p(A) <oo, 0 <u(B)<oo, e u(A)# uB),

e sejo Lp(X), com 1 < p < oco. Mostre que a norma || - ||, em provém de um produto interno se, e
somente se , p = 2.
Dica: Considere as fungdes caracteristicas de E e W.



