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Aula de hoje: Forma de Jordan e exponencial de matrizes
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Exponencial de matrizes

EXPONENCIAL DE MATRIZES

DEFINICAO

. . . A*
Definimos a exponencial de uma matrizA € M(n) pondo ¢* = 312 ik

PROPOSICAO 1

k
*A . . .
(a) e = Z/fio R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.

At
(b) % = A", come’ =1I;

(¢) ) = MM paratodot,s € R;

(d) [¢Y]7" = e, paratodot € R;

(e) Se BC = CA, entio ¢'®C = Ce", paratodo 1 € R.

(f) Se AB = BA, entdo ¢'“T8) = ¢¢® . Vi € R, valendo a reciproca.
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Exponencial de matrizes

(2) SeA ~g B, entdo ¢* = Qe?Q~"'. Em particular, para B = diag(k, . . ., ka), temos

&' = Qdiag(e"™,...,e™)Q7".

(h) Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(Ai, . ..,An), entdo
& = diag(e', ..., ™).
. | a b ~ A _ 4| cos(b) sin(b)
(i) SeB = { b a } ,entdo e” = ¢ { —sin(b) cos(b)

E*
(j) Seexiste £ € Ntal que E = 0e E“~' # 0, entdo ¢ = Zi:o o

(k) Considere A € R, J(A) = Al + E, sendo

1o L A
01 0 0 2 (n—1)!
0 0 1 0
E = ool : . |, entdo &) = M o b
00 0 1 :
0 0 0 0 0 0 O t
LO O O 1 J
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Blocos de Jordan

BLOCOS DE JORDAN

@ Para um nimero real A definimos por J (¢) € M(£) o bloco de Jordan real e tamanho .

@ Para um nimero complexo v = a + ib definimos por J,,,(¢) € M(2£) o bloco de
Jordan coplexo e tamanho 2/.

@ Temos entdo:

Ja,b 0 . 0 0
i\ g 8 1 Ja,b 0 0 0
I (6) = . . . . 7Jg7b(€) = 0 1 Ja,b 0 0 ,
’ boA 0 0 I Jup

sendo
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Blocos de Jordan

FORMA CANONICA DE JORDAN

TEOREMA (FORMA CANONICA DE JORDAN)
Se A € M(n), entdo A ~p J em que
J = diag(J1,J2,...,Jr) € M(n),

sendo que cada J; € um bloco de Jordan, real ou complexo. A matriz J € iinica, a menos da
ordem dos blocos na diagonal.

NOTE ENTAO QUE
e = diag (ejl,ejz7 . ,ej’)

e que para J, ; temos
e“cos(b)  e’sin(b)
—esin(b) € cos(b)

e/u,h —
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Blocos de Jordan

EXEMPLO

@ Os autovalores da matriz

1 0 -2
A= -5 6 11
5 =5 -10

sio N =1, =—-2+4+1ieA3=—-2—1i]logo

1 0 0
11(1):[1],1,2,1(1):(_2 l)eJ: 0 -2 1

-tz 0 -1 -2
@ Assim,
e 0 0
~ | 0 e Zcos(l) e Zsin(1)
0 —e?sin(l) e *cos(l)
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN REAL

@ Para um bloco real J»(¢) temos que
Ia(l) = Moxe + Gi(£),
com Gy (£)* = 0.
@ Uma vez que Al;x¢ comuta com G (£), entdo

IO A6

1 0 0 0 01
1 1 0 0
1
21 1 1
= 1 1 € M(0).

3l 2!
: : : 0
1 1 1 .

L =D (=2l (€—3) ]
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN COMPLEXO

@ Escreva J$ (£) = diag(Jup, Jap, - - -, Jap) € M(20) &
0 0 o ... 0 0
cd 0 0 0 0
Ge(y=1| 0 e 0 0 01 cm@e).
T s .0
o ... ... 0 « 0

@ Temos entdo Ju,(¢) = J3 (£) + G1,(£). Uma vez que Gf ,(£) = 0, entdo

T 0 0 .. 0 0
el 1 0 .. 0 0
C2
il el 1 .. 0 0
Ge,1(0) e c? ) ) .
&% c [ . . | eM(20).
3! 5! . S (20)
: 0
£—1 =2 £—3
C C C
1 1 I ... 1 1
L -l @20 -3 ¢ |
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

@ Note que e'wb = ¢“R,, sendo

| cos(b)  sin(b)
Ry = —sin(b) cos(b)

@ Assim,
0
Fir® = diag (Ro,Rp,y ..., Rp) .

@ Agora, temos que J; ,(¢) comuta com G ;(¢), donde e’ = 40110 ¢ entio

TR 0 0 .. 0 0
Ry Ry 0 0O 0
1
iRh Ry Ry
Jab _ 1 1
e = _
e T
: : 0
1 1 1
R R R ... R, R
L =D @@= =3’ b
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXEMPLO

@ Os autovalores da matriz

-2 -3 4 -4
-3 -9 5 -1
A= 0 -1 1 -1
-5 —-14 9 -4
-3 -9 7 -4
sdoAip3=—1, M =-2+iels=-2—1i]logo
-1 0 0
J_1(3)= 1 —1 0 (& J_z’](l)z
0 1 -1
@ Assim,
0 0 0
et 0 0
el el 0
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-2 1
-1 =2

(=N

0 0 e ?cos(l) e *sin(1)
0 0 —e?sin(l) e ?cos(l)

S1 - 2023 - PPGM-UFPR

11/20



Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

SOLUCOES DE x' = Ax

@ Note que a solu¢do do problema
X = Ax
x(0) =xo

x(r) = e''xo = 0" 0 'xo = Qdiag ( S eJ’t) 0 'x

é entdo

@ Para um bloco real Jy (£) temos e”* () = %9 sendo
i 1 0 0 . 0 0]
t 1 0 ... 0 0
2
51 t 1 ... 0 0
Gi(0) r 7
e = L r M(20).
3! 2!
; ; 0
A (A2 -3
t 1
(t=2)! (£-3) |
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

@ Para um bloco complexo teremos tJ, 5 = Jiq,1, donde

tJ, J, t
e ab — e 1a,tb — e” Rtb

@ Assim:
i Ry 0 0 0 0 T
Ry Rp: 0 0o o
2
t
in, Ry R 0 0
Uap(0) _ at IS I
et =e bet ijr )
: 0
4 02 -3
-1 t t
R R R ... R R
(E—])! bt (6—2)! bt (f—3)! bt bt bt |
sendo
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

EXEMPLO

@ Para o sistema x’ = Ax, x(0) = xo, com

2 3 4 —4
-3 -9 5 -1
A= 0 -1 1 -1
5 14 9 —4
3 9 7 4
teremos
x(1) =My = Qe”Q X0
e’ 0 0 0 0
te™ et 0 0 0
2
=0 %37’ e et 0 0 0 'x
0 0 0 e Hcos(t) e ¥sin(f)
0 0 0 —e¥sin(r) e cos(r)
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solugdo de x' = Ax é uma
combinagio linear das fungdes

Jj at

t> t'e” cos(bt) e t — t'e" sin(bt)

com0<j<n—1lea,be Rtais que A\ = a + ib € um autovalor de A.
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Sistemas dindmicos

SISTEMAS DINAMICOS (UMA LIGEIRA IDEIA)

@ Um difeomorfismo de R" é uma aplicagdo g : R" — R”" bijetiva, diferencidvel com
inversa diferencidvel. Denotemos por Dif(n) o conjunto dos difeomorfismos de R”.

@ Note que Dif(n) é um grupo com a composi¢io de fungdes.

DEFINICAO

Um sistema dindmico agindo sobre R" é um homomorfismo de grupos ® : R — Dif(n), ou
seja, uma aplicacdo tal que

D(t+5) = ®(t) 0 B(s), Vs,r € R.

Dizemos que a familia {®(¢) };cr é um grupo a um parimetro de difeomorfismos.

EXEMPLO

Dada uma matriz A € M(n), temos que
d(t) =", 1 € R,

é um sistema dinimico.
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Retrato de fase 3 X 3

RETRATO DE FASE 3 X 3

@ Considere um sistema x’ = Ax, comA € M (3), de modo que a forma de Jordan de A
possua dois blocos J; = [1] e J> de tamanho 2 x 2. Pelo que vimos, temos

o e’ 0
T 0 e |-

@ Denote por V; o auto-espaco gerado pelo autovalor A\; = 1 e por V, aquele gerados
pelo(s) autovalor(es) em Js.

@ Note que em V) teremos as solugdes indo para +oo, quando ¢t — oco.

@ Vamos analisar algumas possibilidades de retrato de fase...
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Retrato de f:

CASO 1: AUTOVALORES REAIS E NEGATIVOS
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Retrato de fase 3 X 3

CASO 2: AUTOVALORES IMAGINARIOS COM a < 0

-

<

/@
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Retrato de fase 3 X 3

CASO 3: AUTOVALORES IMAGINARIOS PUROS
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