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4 DE MAIO

Aula de hoje: Atratores Lineares
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TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solugdo de x' = Ax é uma
combinagio linear das fungdes

t— te" cos(bt) e t+— t'e” sin(bt)

com0<j<n—1lea,be Rtais que A\ = a + ib € um autovalor de A.
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TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solugdo de x' = Ax é uma
combinagio linear das fungdes

t— te" cos(bt) e t+— t'e” sin(bt)

com0<j<n—1lea,be Rtais que A\ = a + ib € um autovalor de A.

COROLARIO

Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) sdo tais que
@ sendo reais sdo negativos, ou
@ sendo complexos tem parte real negativa,

entdo qualquer solugio de x’ = Ax tende a 0, quanto ¢ — co.
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TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solugdo de x' = Ax é uma
combinagio linear das fungdes

t— te" cos(bt) e t+— t'e” sin(bt)

com0<j<n—1lea,be Rtais que A\ = a + ib € um autovalor de A.

COROLARIO

Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) sdo tais que
@ sendo reais sdo negativos, ou
@ sendo complexos tem parte real negativa,

entdo qualquer solugio de x’ = Ax tende a 0, quanto ¢ — co.

VALE A RECIPROCA!

@ Se A possui um autovalor real positivo, ou imagindrio com parte real positiva, entdo
existe uma solugio de x’ = Ax que ndo converge para zero quando ¢ — co.
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Relembrando

EXEMPLO

@ Para o sistema x’ = Ax, x(0) = xo, com

2 3 1 4 —4
-3 -9 1 5 -1
A= 0 -1 -1 1 -1
5 14 2 9 —4
-3 -9 0o 7 -4
teremos
x(1) = "xo = 0’ Q7!
e’ 0 0 0 0
N 0 0
2
=0 %37’ e et 0 0 0 'x
0 0 0 e Hcos(t) e ¥sin(f)
0 0 0 —e¥sin(r) e cos(r)
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Sistemas atratores

ATRATORES

DEFINICAO
Considere um campo linear em R", x — Ax, com A € M(n).

@ Dizemos que a origem 0 € R" é um po¢o para A se, para cada x € R”, vale

. 1A
lim ¢“x = 0.
t— 00

Neste caso, ¢ — 0 em M(n), quando # — 0.

@ Dizemos que A é um campo atrator se todos os autovalores de A tem parte real negativa.
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ATRATORES

DEFINICAO
Considere um campo linear em R", x — Ax, com A € M(n).

@ Dizemos que a origem 0 € R" é um po¢o para A se, para cada x € R”, vale

. 1A
lim ¢“x = 0.
t— 00

Neste caso, ¢ — 0 em M(n), quando # — 0.

@ Dizemos que A é um campo atrator se todos os autovalores de A tem parte real negativa.
v

PROPOSICAO (1)

A origem é um poco de A se, e somente se, A € um atrator.
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COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)

Considere o polindmio

plx) = axt + a3 + ax® + aix' + ao.
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COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)

Considere o polindmio
4 3 2 1
p(x) = asx” + azx” + axx” + aix + ao.
@ Se as = 1, entdo as todas raizes de p tem parte real negativa se, € somente se,

az > 0,a2 > 0,a;1 > 0,a0 >0 e azaza; >a§+a%.
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COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)

Considere o polindmio

plx) = axt + axX + ax® + arx' + ao.

@ Se as = 1, entdo as todas raizes de p tem parte real negativa se, € somente se,

az > 0,a2 > 0,a;1 > 0,a0 >0 e azaza; >a§+a%.

@ Seas = 0eaz = 1, entdo todas as raizes de p tem parte real negativa se, e somente se,

a >0,a1 >O,a0 >0 e axa; > aop.

@ Procurar: Routh-Hurwitz
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Aplicacao

MOLAS ACOPLADAS

como na figura e assuma que exista atrito.

@ Considere um sistema com duas molas e dois carrinhos (se deslocando horizontalmente)
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@ Denotando por x; e x, a posicdo dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos o sistema

mx = —(ki + ko)xy — bix) + kaxa
m2x£l = —kox1 — kaxy — bzxé
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@ Denotando por x; € x; a posicdo
4

mpx;

maxh

@ Escrevendo y; = x1, y2 = X, y3

dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos o sistema

= —(ki + k2)x1 — bix] + kaxa
= *kle — kzxZ — bzx;

= X € y4 = x5 temos o sistema

0 1 0 0
itk bk
o T T
L
my my ny
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Aplicagio

@ Denotando por x; e x, a posicdo dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos o sistema

mx = —(ki + ko)xy — bix) + kaxa
m2x£l = —kax1 — kaxa — bzxé

@ Escrevendo y; = x1, Y2 = X], y3 = X2 € y4 = X} temos o sistema

0 1 0 0
itk bk
yo=| m mom
L
my my ny

@ O polindmio caracteristico da matriz deste sistema é
kiks

ny nmymy

b b ki+k k| bib ki+k by | bik
p(x):x4+<—'+—2>x3+($+—2+]—2>x2+('+ 22y '2)x+ :
my my my my mp mymy mny
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mx = —(ki + ko)xy — bix) + kaxa
m2x£l = —kax1 — kaxa — bzxé

@ Escrevendo y; = x1, Y2 = X], y3 = X2 € y4 = X} temos o sistema

0 1 0 0
itk bk
yo=| m mom
L
my my ny

@ O polindmio caracteristico da matriz deste sistema é

b b ki+hk k| bib ki 4o by | bik ik
p(X)=x4+<—'+—2>x3+($+—2+]—2>x2+('+2—2+ '2)x+ i
nm nmy ng my miny mi my miny mn

@ Mostra-se que tal polindmio satisfaz as condi¢des na Proposic¢ao (2), donde o sistema é

atrator.
@ O movimento do sistema tende ao repouso.
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FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO
Dizemos que o fluxo ¢(z, x) = e"x de um campo linear A é contrativo se existem constantes

C > 0e7 > 0 tais que
e x|| < Ce™™||x||, Vs >0, x € R".
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FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO

Dizemos que o fluxo ¢(z, x) = e"x de um campo linear A é contrativo se existem constantes

C > 0e7 > 0 tais que
le"x]] < Ce™™||x]|, vt > 0, x € R".

PROPOSICAO(3)
Sejam A € M(n) e B € R. Se a parte real de cada autovalor de A é menor do que 3, entdo

existe C > 1 tal que
|| < ce”, Wi > 0.
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FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO

Dizemos que o fluxo ¢(z, x) = e"x de um campo linear A é contrativo se existem constantes
C > 0e7 > 0 tais que
le"x]] < Ce™™||x]|, vt > 0, x € R".

PROPOSICAO(3)

Sejam A € M(n) e B € R. Se a parte real de cada autovalor de A é menor do que 3, entdo
existe C > 1 tal que
|| < ce”, Wi > 0.

TEOREMA

Seja x +— Ax um campo linear em R". Sdo equivalentes:
(a) A origem é um poco para A.;
(b) A € um atrator;

(¢) O fluxo de A é contrativo.
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