
MATE 7010
Equações Diferenciais Ordinárias

S1 - 2023

Prof. Fernando de Ávila Silva
Dep. de Matemática - UFPR

Fernando Ávila (UFPR) MATE 7010 S1 - 2023 - PPGM-UFPR 1 / 9



Aula 14 - 16/05

16 DE MAIO

Aula de hoje: Estabilidade de singularidades - Linearização

Fernando Ávila (UFPR) MATE 7010 S1 - 2023 - PPGM-UFPR 2 / 9



Trajetórias

TRAJETÓRIA (ÓRBITA)

DEFINIÇÃO

Chamamos de trajetória (ou órbita) de um ponto x ∈ A a solução maximal ϕx : R→ A da
equação x′ = f (x) com condição inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

Ox = {ϕx(t), ∀t ∈ R}

como sendo a trajetória de x.

PROPOSIÇÃO (2)
Seja f : A → Rn um campo de classe C1 no aberto A ⊂ Rn. Então, duas órbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetória (módulo uma translação no tempo).
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Trajetórias

CLASSIFICAÇÃO DE TRAJETÓRIAS

DEFINIÇÃO

As trajetórias de uma equação autônoma x′ = f (x) são classificadas em três tipos:

trajetória periódica: se existe T > 0 tal que φ(t + T, x) = φ(t, x), para todo t ∈ R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periódico;

trajetória regular não periódica: φ(t, x) 6= φ(s, x), para todo t 6= s. Neste caso,
dizemos que x é um ponto regular não periódico;

trajetória estacionária: φ(t, x) = x, para todo t ∈ R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estacionário.

OBSERVAÇÃO

Órbitas estacionárias são, por definição, periódicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma órbita periódica estaremos excluindo o caso estacionário.

Note que x ∈ A é estacionário se, e somente se, f (x) = 0.

Um ponto estacionário também é chamado de ponto singular.

Singularidades também são chamadas de ponto de equilíbrio.
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Trajetórias

ESTABILIDADE (LIAPUNOV)

No que segue, f : A → Rn denota um campo de classe C1 no aberto A ⊆ Rn. Também
assumiremos que o fluxo φ(t, x) está definido em R×A.

DEFINIÇÃO

Seja x0 um ponto de equilíbrio do campo f .

diz-se que x0 é estável se, para qualquer ε > 0, existe δ > 0 tal que

x ∈ A ∩ Bδ(x0) =⇒ ‖φ(t, x)− x0‖ ≤ ε, t ≥ 0.

diz-se que x0 é assintoticamente estável se é estável e δ pode ser escolhido de modo que
para todo x ∈ A ∩ Br(x0) tem-se

lim
t→∞

φ(t, x) = x0.
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Trajetórias

TEOREMA DE LIAPUNOV

NOTAÇÕES

Seja x0 ∈ A uma singularidade do campo f : A → Rn de classe C1 no aberto A ⊆ Rn.

Denotamos por Df (x0) a derivada de f em x0.

Dizemos que x0 é um poço de f se todos os autovalores de Df (x0) tem parte real
negativa. Ou seja, se x0 é um poço do campo linear

y′ = Ay, sendo A = Df (x0).

TEOREMA (LIAPUNOV)
Seja x0 ∈ A uma singularidade do campo f : A → Rn de classe C1 no aberto A ⊆ Rn. Se x0 é
um poço de f , então x0 é uma singularidade assintoticamente estável para f .
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Trajetórias Preliminares

PRODUTO INTERNO ADAPTADO

Fixada base B = {v1, . . . , vn} em Rn obtem-se o produto interno

〈x, y〉B =
n∑

j=1

αjβj,

sendo x =
∑n

j=1 αjvj e y =
∑n

j=1 βjvj. Em particular, temos a norma

‖x‖B =


n∑

j=1

α2
j


1/2

.

LEMA

Sejam A ∈ M(n) uma matriz real e C1,C2 tais que C1 < <(λ) < C2, para qualquer autovalor
λ. Existe então uma base B de Rn tal que

C1 ≤ 〈Ax, x〉B ≤ C2, ∀x ∈ Rn; ‖x‖B = 1.
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Trajetórias Preliminares

DERIVADA DO PRODUTO INTERNO E LIMITE SUPERIOR

LEMA

Sejam [·] a norma associada a um produto interno 〈·, ·〉 em Rn e η : I ⊂ R→ Rn um caminho
diferenciável. Então, para cada t ∈ I, valem as igualdades

d
dt
[η(t)]2 = 2〈η′(t), η(t)〉 e

d
dt
[η(t)] =

〈η′(t), η(t)〉
[η(t)]

, η(t) 6= 0.

DEFINIÇÃO

Dada um função g : Rn → R defini-se, quando existe,

lim sup
x→0

g(x) = inf
δ≥0

{
sup

0<‖x‖<δ
g(x)

}
.
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Instabilidade

SINGULARIDADE INSTÁVEL

DEFINIÇÃO

Seja x0 ∈ A uma singularidade do campo f : A → Rn de classe C1 no aberto A ⊆ Rn.
Dizemos que x0 é instável se não é estável.

TEOREMA

Seja x0 ∈ A uma singularidade do campo f : A → Rn de classe C1 no aberto A ⊆ Rn. Se
Df (x0) possui algum autovalor com parte real positiva, então x0 é uma singularidade instável
para f .

EXEMPLO

Os pontos (`π, 0), com ` ∈ Z ímpar, são singularidades instáveis do campo

f (θ, ω) = (ω,−g sin(θ)− kω), k > 0,
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