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obre o curso

APRESENTACAO DO CURSO

Ementa: Espacos vetoriais. Transformagdes lineares. Autovalores, autovetores e a
diagonalizagdo de operadores. Espagos vetoriais reais com produto interno. Método dos
minimos quadrados. Operadores autoadjuntos. Formas quadrdticas.
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Critérios de avaliacio: Listas e provas.

CMM 031 S1-2025 2/17



sobre o curso

PLANO
Programa Contetido
Parte 1 Espacos vetoriais

Parte 11 Transformacdes lineares

Parte 111 Produto interno
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Informagdes sobre o curso
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NUMEROS COMPLEXOS

O conJunTO C

Considere o conjunto
C={a+ib, a,b e R}

onde i é chamado de unidade imagindria. Em C consideramos as seguintes operagdes: dados
z=a+ ibew = ¢+ id definimos
z+w=(a+c)+i(b+d)
z-w = (ac — bd) + i(bc + ad)
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@ Notequei-i= —1.

@ Dizemos que a ¢ a parte real de z e que b € sua parte imagindria.
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NUMEROS COMPLEXOS

O conJunTO C

Considere o conjunto
C={a+ib, a,b e R}

onde i é chamado de unidade imagindria. Em C consideramos as seguintes operagdes: dados
z=a+ ibew = ¢+ id definimos
z+w=(a+c)+i(b+d)
z-w = (ac — bd) + i(bc + ad)

@ Notequei-i= —1.

@ Dizemos que a ¢ a parte real de z e que b € sua parte imagindria.
@ Escrevemos aindaz = a — ib.

@ Escrevemos também |z| = Va2 + b2

TEOREMA (FUNDAMENTAL DA ALGEBRA)

Todo polindmio de grau n > 1 com coeficiente em C possui exatamente n raizes (contando as
multiplicidades).

= . - = =y
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PROPRIEDADES DE INTERESSE

@ Com respeitos as operagdes + e - em C temos as seguintes propriedades:

(A1) z+w=w+7z Vz,we C.

(A2) (z4+w)+u=z+ w+u), Vz,w,u € C.

(A3) Existe um elemento 0 € Ctalquez4+0 =2z, Vz € C.
(A4) Paracadaz € C,existew € Ctalque z+w = 0.
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@ Com respeitos as operagdes + e - em C temos as seguintes propriedades:

(A1) z+w=w+7z Vz,we C.

(A2) (z4+w)+u=z+ w+u), Vz,w,u € C.

(A3) Existe um elemento 0 € Ctalquez4+0 =2z, Vz € C.
(A4) Paracadaz € C,existew € Ctalque z+w = 0.
M1) z-w=w-z, Vz,w € C.

M2) (z-w)-u=z-(w-u), ¥z,w,u € C.

(M3) Existe um elemento 1 € Ctalque 1 -z =12z, Vz € C.
(M4) Paracadaz € C\ {0}, existew € Ctalquez-w = 1.

(D4) (z+w) - u=z-u+w-u, Vz,w,u € C.
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CORPO

DEFINICAO
Um conjunto ndo vazio K é dito um corpo se nele estdo definidas duas operag¢des + (soma) e -

(produto) que satisfazem as seguintes propriedades:
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CORPO

DEFINICAO

Um conjunto ndo vazio K é dito um corpo se nele estdo definidas duas operag¢des + (soma) e -
(produto) que satisfazem as seguintes propriedades:

Al) z+w=w+7z Vz,w e K.

(A2) (z+w)+u=z+ W+u), Vz,w,u € K.

(A3) Existe umelemento 0 € Ctalquez+0 =2z Vz e K.
(A4) Paracadaz € K, existew € Ktalque z+w = 0.

M1) z-w=w-z, Vz,we K.

M2) (z-w)-u=z-(w-u), Vz,w,u e K.

(M3) Existeumelemento 1 € Ktalquel-z=2z Vze K.
(M4) Paracadaz € K\ {0}, existe w € Ktal que z-w = 1.

D4 (z+w) - u=z-ut+w-u Vzwuck
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EXEMPLOS

@ Os conjuntos Q, R e C sdo corpos.
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@ Os conjuntos Q, R e C sdo corpos.

@ O conjunto Z ndo € um corpo.
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EXEMPLOS

@ Os conjuntos Q, R e C sdo corpos.
@ O conjunto Z ndo € um corpo.

@ Seja m um ndmero primo e considere o conjunto

Z,={0,1,...,p— 1}

e as operagoes

N
+
S
I
N

¢, sendo c o resto da divisdo de a + b por p

Q|
Sl
Il

¢, sendo c o resto da divisdo de a - b por p
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ALGUMAS PROPRIEDADES

@ Note que um corpo K é uma terna (K, +, ).
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ALGUMAS PROPRIEDADES

@ Note que um corpo K é uma terna (K, +, ).

TEOREMA
Seja K um corpo.
(a) As propriedades A1,A2, M1, M2 sao validas para uma quantidade finita de elementos.
(b) Os elementos 0 e 1 sdo tnicos
(c) O inverso multiplicativo de um elemento € tinico. O mesmo para o oposto.
(d) a-0=0,paratodoa € K.
(e) Sea-b=0,entiooua =0oub =0.
(f) —a=(—1)-a,paratodoa € K.
@ (-1)- (=) =1.
(h) (=1)-=—1.
(i) sea+b=a+c,entdob = c.
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Sistemas

SISTEMAS

@ Sejam K um corpo e considere o sistemas linear homogéneo

anxi + ...+ awx, =0

amXx1 + ...+ Gunxn = 0

no qual os coeficientes a;; sdo elementos de K e deseja-se obter xi, . . ., x;.
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@ Sejam K um corpo e considere o sistemas linear homogéneo

anxi + ...+ awx, =0

amXx1 + ...+ Guxn = 0

no qual os coeficientes a;; sdo elementos de K e deseja-se obter xi, . . ., x;.
@ Um método para resolver esse sistema € o escalonamento:

(el) Trocar posi¢do de linhas.
(e2) Multiplicar uma equagdo por uma constante ndo nula.
(e3) Substituir uma linha pela soma desta com alguma outra.
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SISTEMAS

@ Sejam K um corpo e considere o sistemas linear homogéneo

anxi + ...+ awx, =0

amXx1 + ...+ Guxn = 0

no qual os coeficientes a;; sdo elementos de K e deseja-se obter xi, . . ., x;.
@ Um método para resolver esse sistema € o escalonamento:

(el) Trocar posi¢do de linhas.
(e2) Multiplicar uma equagdo por uma constante ndo nula.
(e3) Substituir uma linha pela soma desta com alguma outra.

@ A ideia é entdo obter um sistema mais simples através das operagdes (el), (e2) e (e3).
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MATRIZ

DEFINICAO

Uma matriz m X n sobre K é uma fungéo

A{l,... 0} x {1,

cooym} = K
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MATRIZ

DEFINICAO

Uma matriz m X n sobre K é uma fungéo

A:{l,...;n} x{l,...,m} = K,

@ Utilizamos as notagdes

A(i,)) = ay
ai .. .dam
A = (@)mxn =
Aml - - - Ay

@ O conjunto de todas as matrizes m x n em K serd denotado por M, x»(K).
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SOMA DE MATRIZES

@ Dadas duas matrizes A, x, € Bux, definimos A + B como sendo a matriz
ai + b ...ai + by

C= (Cij)mxn - (aij + blj)mxn = :

amt + byt - .. Gn + by
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SOMA DE MATRIZES

@ Dadas duas matrizes A, x, € Bnux, definimos A + B como sendo a matriz

an +bu...ain + by
C= (Cij)mxn - (aij + blj)mxn = :
am1 + bt - .. Qpn + by

PROPRIEDADES:

Dadas matrizes A, B € C de mesma ordem tem-se
(a) A+B=B+A.
(b) (A+B)+C=A+ (B+C).
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PRODUTO DE MATRIZES

@ Dadas duas matrizes A,,x, € Bux, definimos A + B como sendo a matriz
ayy .. .d b|1...b1p
C = (cij)mxp =

aml - .- Amn bnl e bnp

n n
Zl:l ...alebgl ZZ:I ...alzbep

n n
Sy eanber o Y anebyy
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PRODUTO DE MATRIZES

@ Dadas duas matrizes A,,x, € Bux, definimos A + B como sendo a matriz
ayy .. .d b11...b1p
€= (@ =
aml - .- Amn bnl ...bnp

n n
22:1 ...alebgl ZZ:I ...alzbep

n n
ZZ:] . amebgl . ZE:I . a,,,gbg,,

PROPRIEDADE:
Vale aigualdade (A-B)-C=A- (B-C). J
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PRODUTO DE MATRIZES

@ Dadas duas matrizes A,,x, € Bux, definimos A + B como sendo a matriz

ayy .. .d b|1...b1p
€ = (ehmer =
aml - .- Amn bnl ...bnp
ZZ:I...alebgl ZZ:I...awbep
ZZ:] . amebgl . ZZ:] . a,,,gbg,,
PROPRIEDADE:

Vale aigualdade (A-B)-C=A- (B-C).

DEFINICAO

A inversa de uma matriz A € M, (K), quando existe, é uma matriz B € M, (K) tal que
A-B=1,

sendo I = (cjx)),comc; =0 paraj #iec; = 1paraj=i.
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MATRIZES E SISTEMAS

@ Note que o sistema linear

anxi + ...+ ainxn = b

amX1 + ...+ GunXn = b

¢é equivalente a equacgdo linear
A-X=B8B,

sendo

A = (aij)mxn, X = (xi1)nx1 € B = (bi1)mx1
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UM CASO PARTICULAR E IMPORTANTE

@ Considere K um corpo e defina o conjunto K" = K x ... x K (n vezes).

@ Em K" podemos definir as seguintes operagdes

x+y:(x1+y1,...,x,,+yn)7 x,ye]K”
Ax=(Axr,. ., n), Ae K xe K
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UM CASO PARTICULAR E IMPORTANTE

@ Considere K um corpo e defina o conjunto K" = K x ... x K (n vezes).

@ Em K" podemos definir as seguintes operagdes

x+y:(x1+y1,...,x,,+yn)7 x,ye]K”
Ax=(Axr,. ., n), Ae K xe K

@ Fixada uma matriz A = A,,x,, podemos definir a fungdo L, : K" — K" pondo
La(x) =A-x,

em que identificamos x com a matriz x, 1.
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NUCLEO E IMAGEM

Com respeito as nota¢des anteriores, definimos os seguintes conjuntos

KernLy = {x € K"; La(x) =0} C K"

ImLy = {La(x), x e K"} C K".
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NUCLEO E IMAGEM

Com respeito as nota¢des anteriores, definimos os seguintes conjuntos

KernLy = {x € K"; La(x) =0} C K"

ImLy = {La(x), x e K"} C K".

TEOREMA

Seja A € K. Entdo:
(a) 0, €ImLse0, € ImL,.
(b) Ax+w € KernL,, para todo x,w € Kern L.
(¢) Ay+u € ImLy, paratodoy,u € ImLy.
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Determinantes

DETERMINANTE

DEFINICAO
O determinante de uma matriz A,x, € M, (K) é definido de modo indutivo:

@ sen = l,entdo A = (a) e pomos det(A) = a.
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DETERMINANTE

DEFINICAO
O determinante de uma matriz A,x, € M, (K) é definido de modo indutivo:
@ sen = l,entdo A = (a) e pomos det(A) = a.

@ supondo n > 1 e que definimos det(B) para todas as matrizes Bim x M), com m < n,
pomos

n

det(A) = 3 (—1)*aj det(4)

j=1

em que A; € a matriz de ordem n — 1 formada ao se retirar a linha i e a coluna j de A.
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DETERMINANTE

DEFINICAO
O determinante de uma matriz A,x, € M, (K) é definido de modo indutivo:
@ sen = l,entdo A = (a) e pomos det(A) = a.

@ supondo n > 1 e que definimos det(B) para todas as matrizes Bim x M), com m < n,
pomos

n

det(A) = 3 (—1)*aj det(4)

j=1

em que A; € a matriz de ordem n — 1 formada ao se retirar a linha i e a coluna j de A.

TEOREMA

Uma matriz A € M, (K) é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.
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