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Transformacdes lineares

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO
Uma transformacio linear entre dois K-espacos vetoriais V e W é uma fungdo 7 : V. — W que
satisfaz as seguintes propriedades:

() Tx+y)=Tx)+T(), Vx,ye V.
(1) T(\x) = AT(x), Vx € V, YA € K.

LEMA 1
Uma funcéo T : V — W entre dois K-espacos vetoriais V e W é uma transformacao linear se, e
somente se,

T(Ax+y) =AT(x)+T(y), Vx,y e V, YA €K
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Transformacdes lineares

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO
Dados dois K-espacos vetoriais U e V iremos denotar por £(U, V) o conjunto de todas as
transformacdes lineares 7 : U — V.

@ Quando U = V iremos escrever L(U).
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Transformacdes lineares

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO
Dados dois K-espacos vetoriais U e V iremos denotar por £(U, V) o conjunto de todas as
transformacdes lineares 7 : U — V.

@ Quando U = V iremos escrever L(U).

PROPOSICAO 1

L(U, V) é um K-espago vetorial com respeito as operagdes usuais de soma e produto por
escalar.
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Transformacdes lineares

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO

Dados dois K-espacos vetoriais U e V iremos denotar por £(U, V) o conjunto de todas as
transformacdes lineares 7 : U — V.

@ Quando U = V iremos escrever L(U).

PROPOSICAO 1

L(U, V) é um K-espago vetorial com respeito as operagdes usuais de soma e produto por
escalar.

DEFINICAO

O espago dual de um K-espaco vetorial U é o espago U™ = L(U, K), ou seja, o conjunto de
todas as transformagdes lineares 7 : U — K. Os elementos de U™ sdo chamados de funcionais
lineares.
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Transformacdes lineares

A DIMENSAO DE L(U,V)

PROPOSICAO 2
Se dimU = n e dimV = m, entdo dimL(U, V) = mn. J
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Transformacdes lineares

A DIMENSAO DE L(U,V)

PROPOSICAO 2
Se dimU = n e dimV = m, entdo dimL(U, V) = mn. J

COROLARIO J

Se dimU = n, entdo e dimU* = dimU = n.
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Transformacdes lineares

BASE DUAL

DEFINICAO (BASE DUAL)

Fixada uma base A = {ui, ..., u,} de U, entdo a base dual de U* (com respeito a A) é aquela
{fi;.. . fu} definada da seguinte forma: para u = 7" | x;u; pomos
f](u) = Xj,

ou de modo equivalente
[ L=k
s ={ 574
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Transformacdes lineares

BASE DUAL

DEFINICAO (BASE DUAL)

Fixada uma base A = {ui, ..., u,} de U, entdo a base dual de U* (com respeito a A) é aquela
{fi;.. . fu} definada da seguinte forma: para u = 7" | x;u; pomos
f](u) = Xj,

ou de modo equivalente
[ L=k
s ={ 574

EXEMPLO

Vamos determinar a base dual de R*, com respeito a base

{ur = (1,1,1), u» = (1,1,0), uz = (1,0,0)}.
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Transformacdes lineares

COMPOSICAO

LEMA
Sejam T € L(U,V)e S € L(V, W), entdo a composta S o T pertence a L(U, W). J
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Transformacdes lineares

COMPOSICAO

LEMA
Sejam T € L(U,V)e S € L(V, W), entdo a composta S o T pertence a L(U, W). J

EXEMPLO
Considere T, S € £L(R?) dedas por T(x,y) = (x+y,0) e S(a,b) = (a,2b) J
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Transformacdes lineares

COMPOSICAO

LEMA
Sejam T € L(U,V)e S € L(V,W), entdo a composta S o T pertence a L(U, W).

EXEMPLO
Considere T, S € £L(R?) dedas por T(x,y) = (x+y,0) e S(a,b) = (a,2b)

OBSERVACAO
@ SeT e L(U,V),Se L(V,W)eR e L(W,Z),entioRoSoT € L(U,Z)e

(RoS)oT =Ro(SoT).
@ SeS, TeL(U,V)eeR e L(V,W), entdo
Ro(S4+T)=RoS+RoT.
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Transformacdes lineares

NILPOTENTE

DEFINICAO
SejaT € L(U).
(a) Definimos T = I, T' = Te, paracadan €e N, 7" =T o .

(a) Dizemos que T é nilpotente se existe n € N tal que 7" = 0.
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Transformacdes lineares

NILPOTENTE

DEFINICAO
SejaT € L(U).
(a) Definimos T = I, T' = Te, paracadan €e N, 7" =T o .

(a) Dizemos que T é nilpotente se existe n € N tal que 7" = 0.

EXEMPLO

T € L£(R?) deda por
T(x,y) = (0,x).
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Transformacdes lineares

INVERSA

OBSERVACAO
Sejam T € L(U,V)ely € L(U), Iy € L(V) as identidades de U e V, respectivamente. Entdo

IyoT =T e Toly=T
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Transformacdes lineares

INVERSA

OBSERVACAO

Sejam T € L(U,V)ely € L(U), Iy € L(V) as identidades de U e V, respectivamente. Entdo

IyoT =T e Toly=T

DEFINICAO
Seja T € L(U, V). Dizemos que T ¢ inversivel se existe uma fung¢do S : V — U tal que

SOT:IU & ToS:IV,

ou seja,
(SoT)(x) =x,¥x € U ¢ (ToS)(y) =y, ¥y €V
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Transfor

INVERSA

TEOREMA
SejaT € L(U, V). Entéo:

(a) T possui inversa se, € somente se, € bijetiva.
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INVERSA

TEOREMA
SejaT € L(U, V). Entéo:
(a) T possui inversa se, € somente se, € bijetiva.

(b) A inversa de T, quando existe, é tinica e denotada por 7.
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Transformacdes lineares

INVERSA

TEOREMA

SejaT € L(U, V). Entéo:
(a) T possui inversa se, € somente se, € bijetiva.
(b) A inversa de T, quando existe, é tinica e denotada por 7.
(b) Quando existe, T~' € L(V, U).
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Transformacdes lineares

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO
SejaT € L(U, V). O nicleo e a imagem de T sdo os conjuntos

NT)={xeU; T(x) =0} e Im(T)={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.
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Transformacdes lineares

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO

SejaT € L(U, V). O nicleo e a imagem de T sdo os conjuntos

N({T)={xeU; T(x) =0} e Im(T) ={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.

LEMA
SejaT € L(U, V). Entio,
(a) N(T) é um subespago de U.
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Transformacdes lineares

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO

SejaT € L(U, V). O nicleo e a imagem de T sdo os conjuntos
NT)={xeU; T(x) =0} e Im(T) ={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.

LEMA

SejaT € L(U, V). Entio,
(a) N(T) é um subespago de U.
(b) Im(T) é um subespago de V.
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Transformacdes lineares

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO

SejaT € L(U, V). O nicleo e a imagem de T sdo os conjuntos
NT)={xeU; T(x) =0} e Im(T) ={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.

LEMA

SejaT € L(U, V). Entio,
(a) N(T) é um subespago de U.
(b) Im(T) é um subespago de V.

(c) T éinjetiva se, e somente se, N(T) = {0}.
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Considere § € R fixado e T : R* — R* dada por

T(x,y) = (xcos(0) — ysen(6),xsen(0) 4+ ycos(0))
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Considere § € R fixado e T : R* — R* dada por

T(x,y) = (xcos(0) — ysen(6),xsen(0) 4+ ycos(0))

EXEMPLO 2
Considere D : €' (R;R) — % (R;R) o operador derivada.
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