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Transformacdes lineares

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO

Uma transformacio linear entre dois K-espacos vetoriais Ve W é uma fungdo 7 : V. — W que
satisfaz as seguintes propriedades:

() Tx+y)=T(x)+T(), Vx,ye V.
(1) T(Ax) = AT(x), Vx € V, YA € K.

Denotamos por £(U, V) o conjunto de todas as transformagdes lineares T : U — V.

PROPOSICAO 1

L(U, V) é um K-espago vetorial com respeito as opera¢des usuais de soma e produto por
escalar. Em particular, se dimU = n e dimV = m, entdo dimL(U,V) = mn.
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Niicleo-Imagem

NUCLEO E IMAGEM

DEFINICAO

SejaT € L(U, V). O nicleo e a imagem de T sdo os conjuntos
N(T)={x€U; T(x) =0} e In(T) ={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.

LEMA
SejaT € L(U, V). Entio,
(a) N(T) é um subespago de U.
(b) Im(T) é um subespago de V.
(c) T é injetiva se, e somente se, N (T) = {0}.
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Niicleo-Imagem

O TEOREMA NUCLEO-IMAGEM

TEOREMA (NUCLEO-IMAGEM)
SejaT € L(U, V), com dimU < oo. Entdo,

dimU = dim N (T) + dimIm(T)
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Niicleo-Imagem

O TEOREMA NUCLEO-IMAGEM

TEOREMA (NUCLEO-IMAGEM)
SejaT € L(U, V), com dimU < oo. Entdo,

dimU = dim N (T) + dimIm(T)

COROLARIO
SejaT € L(U,V), com dimU = dimV < oo. Entdo, sdo equivalentes:
(a) T é sobrejetora.
(b) T éinjetora.
(c) T é bijetora.
(d) T leva bases de U em bases de V.
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Niicleo-Imagem

EXEMPLOS E APLICACOES

EXEMPLO 1

Toda transformac@o linear 7 : U — V, com dimV = 1, é sobrejetora.
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Niicleo-Imagem

EXEMPLOS E APLICACOES

EXEMPLO 1
Toda transformac@o linear 7 : U — V, com dimV = 1, é sobrejetora.

EXEMPLO 2
Dados ay, . . .,a, € R, ndo todos nulos, entdo o subespaco

H={(x,...,x.) ERY Zajxj =0}
=1

tem dimensdo n — 1.
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Nucleo-Imagem

EXEMPLOS E APLICACOES

EXEMPLO 1

Toda transformac@o linear 7 : U — V, com dimV = 1, é sobrejetora.

EXEMPLO 2

Dados ay, . . .,a, € R, ndo todos nulos, entdo o subespaco
n
H={(x,...,x.) ERY Zajxj =0}
j=1

tem dimensdo n — 1.

EXEMPLO 3

Considere

=1 1]

e T : Mp(R) — M, (R) dada por TX = AX — XA. Determine N (T) e Im(T).
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Isomorfismos

O ESPACO

DEFINICAO
Um isomorfismo entre espagos vetoriais U e V é uma transformacao linear bijetivaT : U — V.

Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.
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Isomorfismos

O ESPACO

DEFINICAO

Um isomorfismo entre espagos vetoriais U e V é uma transformacao linear bijetivaT : U — V.

Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.

@ Arelagdo U ~ V = U e V sdo isomorfos é de equivaléncia.

@ Um isomorfismo T : U — U é chamado de automorfismo.
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Isomorfismos

O ESPACO

DEFINICAO
Um isomorfismo entre espagos vetoriais U e V é uma transformacao linear bijetivaT : U — V.

Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.

@ Arelagdo U ~ V = U e V sdo isomorfos é de equivaléncia.

@ Um isomorfismo T : U — U é chamado de automorfismo.

EXEMPLO 1
@ R"eP,_i(R) sdo isomorfos.
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Isomorfismos

O ESPACO

DEFINICAO
Um isomorfismo entre espagos vetoriais U e V é uma transformacao linear bijetivaT : U — V.

Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.

@ Arelagdo U ~ V = U e V sdo isomorfos é de equivaléncia.

@ Um isomorfismo T : U — U é chamado de automorfismo.

EXEMPLO 1
@ R"eP,_i(R) sdo isomorfos.

@ M, (R) e R™ sdo isomorfos.
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Isomorfismos

O ESPACO

DEFINICAO

Um isomorfismo entre espacos vetoriais U e V € uma transformacdo linear bijetiva7 : U — V.

Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.

@ Arelagdo U ~ V = U e V sdo isomorfos é de equivaléncia.

@ Um isomorfismo T : U — U é chamado de automorfismo.

EXEMPLO 1
@ R"eP,_i(R) sdo isomorfos.

@ M, (R) e R™ sdo isomorfos.

EXEMPLO 2

A fungdo T : R* — R? dada por T'(x,y,z) = (x — y,x — z,z — y) ndo é um automorfismo.
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Isomorfismos

ALGUNS RESULTADOS

TEOREMA 1
Seja T : U — V um ismorfismo. Entdo, U tem dimensdo finita se, e somente se, 0 mesmo vale

para V. Neste caso, dimU = dimV.
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Isomorfismos

ALGUNS RESULTADOS

TEOREMA 1

Seja T : U — V um ismorfismo. Entdo, U tem dimensdo finita se, e somente se, 0 mesmo vale
para V. Neste caso, dimU = dimV.

TEOREMA 2

Sejam U e V espagos de dimenséo finita, A = {u1,...,us} e B={vi,...,va} basesde Ue V,
respectivamente. Entdo, a transformacio linear 7' : U — V definida por

T(uj)zvj,ae: 1,...,n,

€ um isomorfismo )
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Isomorfismos

ALGUNS RESULTADOS

TEOREMA 1

Seja T : U — V um ismorfismo. Entdo, U tem dimensdo finita se, e somente se, 0 mesmo vale
para V. Neste caso, dimU = dimV.

TEOREMA 2

Sejam U e V espagos de dimenséo finita, A = {u1,...,us} e B={vi,...,va} basesde Ue V,
respectivamente. Entdo, a transformacio linear 7' : U — V definida por

T(uj)zvj,ae: 1,...,n,

€ um isomorfismo

COROLARIO 1

Dois espacos de dimensdo finita sdo isomorfos se, e somente se, possuem a mesma dimensao.
v
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Isomorfismos

ALGUNS RESULTADOS

TEOREMA 1

Seja T : U — V um ismorfismo. Entdo, U tem dimensdo finita se, e somente se, 0 mesmo vale
para V. Neste caso, dimU = dimV.

TEOREMA 2

Sejam U e V espagos de dimenséo finita, A = {u1,...,us} e B={vi,...,va} basesde Ue V,
respectivamente. Entdo, a transformacio linear 7' : U — V definida por

T(u,-)zvj,ae: 1,...,n,

€ um isomorfismo

COROLARIO 1

Dois espacos de dimensdo finita sdo isomorfos se, e somente se, possuem a mesma dimensao.
v

COROLARIO 2
Se dimU = n e dimV = m, entdo L(U, V) é isomorfo a M,,,(R), logo isomorfo a R™".

= i = =
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