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Transformacdes lineares

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO
Uma transformacao linear entre dois K-espagos vetoriais V e W é uma funcdo 7 : V — W que
satisfaz as seguintes propriedades:

() T(x+y)=Tx)+T(y), Vx,y € V.
(1) T(x) = AT(x), Vx e V, VA e K.

DEFINICAO
Seja T € L(U, V). O nicleo e a imagem de 7 séo os conjuntos

N({T)={xeU; T(x) =0} e Im(T) ={y € V; T(x) =y, paraalgumx € U},

respectivamente.
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Transformacdes lineares

O ESPACO L(U,V)

DEFINICAO

Dados dois K-espagos vetoriais U e V iremos denotar por £(U, V) o conjunto de todas as
transformagdes lineares 7 : U — V.

PROPOSICAO 1

L(U, V) é um K-espago vetorial com respeito as operagdes usuais de soma e produto por
escalar.

PROPOSICAO 2
Se dimU = n e dimV = m, entdo dimL(U,V) = mn.
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Transformacdes lineares Alguns resultados

NUCLEO E IMAGEM

TEOREMA (NUCLEO-IMAGEM)
Seja T € L(U, V), com dimU < oco. Entdo, dimU = dim N (T) + dim Im(T).

COROLARIO 1
SejaT € L(U, V), com dimU = dimV < oco. Entdo, sio equivalentes:
(a) T é sobrejetora.
(b) T ¢éinjetora.
(c) T é bijetora.
(d) T levabases de U em bases de V.
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Alguns resultados

ISOMORFISMO

DEFINICAO

Um isomorfismo entre espagos vetoriais U e V € uma transformagcéo linear bijetiva 7 : U — V.
Neste caso, dizemos que U e V sdo isomorfos.

TEOREMA

Sejam U e V espagos de dimenséo finita, A = {u1,...,un} e B={vi,...,va} basesde Ue V,
respectivamente. Entdo, a transformacdo linear 7 : U — V definida por

T(u/):V]7j: 17"'7”7

é um isomorfismo

COROLARIO

(a) Dois espacos de dimensdo finita sdo isomorfos se, € somente se, possuem a mesma
dimensao.

(b) Se dimU = n e dimV = m, entdo L(U, V) é isomorfo a M, (R), logo isomorfo a R™.

v
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais e

B=A{u,...,un} e y={vi,...,Vn}
bases de U e V, respectivamente. Dada L(U, V), podemos escrever

T(uw) =auvi+anva+ ...+ amivm
T(u]-) =ayvy + ayva + ...+ Qmjvm

T(un) = ainvi + azmva + ... + dwVm
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Transformacdes ares Matrizes de Transformacoes Lineares

MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais e

B=A{u,...,un} e y={vi,...,Vn}
bases de U e V, respectivamente. Dada L(U, V), podemos escrever

T(uw) =auvi+anva+ ...+ amivm
T(u]-) =ayvy + ayva + ...+ Qmjvm

T(un) = ainvi + azmva + ... + dwVm

Neste caso, a matriz

air  an Aain

any ann e anp
[T]a =

am1 am NN Amn

e chamada de matriz da transformagdo T com relagéo as bases 3 e 7.
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

TEOREMA
Sejam U e V dois K-espagos vetoriais de dimenséo finita n e m com bases (3 e 7,
respectivamente e T € L£(U, V). Dado u € U considere

ug € K" e (Tu)y € K",
as coordenadas de u e Tu nas respectivas bases. Entdo,

(Tu)y = [T} - us
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Matrizes de Transformacoes Lineares

Transfor

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
A matriz da transformaco linear T : R> — R?, T(x,y) = (x,x + y, x), com respeito as bases

canonicas, é

0
1
1

S
Il
O = -
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
A matriz da transformaco linear T : R> — R?, T(x,y) = (x,x + y, x), com respeito as bases

canonicas, é

0
A= 1
1

O = -

EXEMPLO 2

A matriz da transformago linear T : 923 — 225, Tp = p’, com respeito as bases candnicas, é

A=

S O O
S O =
SN O
w O O
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPRIEDADES

TEOREMA 1
Sejam U e V dois K-espagos vetoriais de dimensao finita com bases (3 e -y, respectivamente.

Dadas T,S € L(U,V) e A, € K, tem-se
T+ uS[} = AT} + S}
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPRIEDADES

TEOREMA 1

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais de dimensao finita com bases (3 e -y, respectivamente.
Dadas T,S € L(U,V) e A, € K, tem-se

T+ i8] = A[T]} + pls]3

COROLARIO 1

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais de dimensio finita com bases (3 e -y, respectivamente.
Entdo, a aplicacdo ¢ : L(U, V) — M, (K) definida por

€ um isomorfismo. )
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPRIEDADES

TEOREMA 2
Sejam U, V e W dois K-espacos vetoriais de dimensdo finita com bases 3, y e 7,
respectivamente. Dadas T € L(U,V) e S € L(V, W) tem-se

[SoTl3 =185 [T13
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPRIEDADES

TEOREMA 2

Sejam U, V e W dois K-espacos vetoriais de dimensdo finita com bases 3, y e 7,
respectivamente. Dadas T € L(U,V) e S € L(V, W) tem-se

[SoTl3 =185 [T13

COROLARIO 1

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais de dimenséo finita com bases S e~. Se T € L(U,V) é
inversivel, entdo

7 = (mp
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Transfor S ares Matrizes de Transformacoes Lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

A matriz da transformago linear T : 9%, — £2,, Tp = p’. Pergunta: T possui inversa?
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

EXEMPLOS
EXEMPLO 1
A matriz da transformago linear T : 9%, — £2,, Tp = p’. Pergunta: T possui inversa?
v
EXEMPLO 2
A matriz da transformacdo linear T : &%, — R dada por
1
Tp = / p(x)dx.
0
Entdo, com respeito as bases candnicas de 9%, e R, temos
11
TN =1|1-=
m=153]
v
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