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Transformacdes lineares

TRANSFORMACAO LINEAR

DEFINICAO
Uma transformagdo linear entre dois K-espagos vetoriais V e W € uma fungdo 7 : V — W que
satisfaz as seguintes propriedades:

() Tx+y)=T(x)+T(), Vx,y e V.
() T(x) =AT(x), Vx e V, VA e K

DEFINICAO

Dados dois K-espagos vetoriais U e V iremos denotar por £(U, V) o conjunto de todas as
transformacdes lineares 7 : U — V.
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

MATRIZES DE TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V dois K-espacos vetoriais e
A={ur,...;un} e B={vi,...,vu}
bases de U e V, respectivamente. Dada £(U, V), podemos escrever

T(ur) =auvi+anva+ ...+ amivm

T(un) = a1 +amva + ... + GunVim

@ A matriz
ann a2 Aain
azg axn Az
)5 =
[T]x =
Aam1 am2 e Amn

e chamada de matriz da transformacdo T com relacdo as bases A e B.

@ Quando for T € L(U) e A uma base de U iremos escrever

[Tla = [T]aa-
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Matrizes de Transformacoes Lineares

TEOREMA 1

Sejam U e V dois K-espacos vetoriais de dimensao finita n e m com bases A e B,
respectivamente e T € L£(U, V). Dado u € U considere

Uy € K" e (TM)B € Km,
as coordenadas de u e Tu nas respectivas bases. Entdo,

(Ti)s = [T]X - ua
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

TEOREMA 2

Sejam U, V e W dois K-espacos vetoriais de dimensao finita com bases A, B e C,
respectivamente. Dadas T € L(U,V) e S € L(V, W) tem-se

[S 0 T]3 = [S]i - [T]3-

TEOREMA 3

Sejam U um espago de dimensio finita, A e B duas bases e T € L(U). Existe uma matriz
invertivel S tal que

[Tla=S8"[T]z-S.
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPOSICAO 1

Sejam U um K-espago de dimensio finita com bases A € k € N. Ento, dado T € L(U) tem-se

. = 115,

EXEMPLO

Calcular poténcias da transformacio linear T : R?> — R? dada por T(x,y) = (x + 2y,2x + ).
@ Utilizando a base candnica A = {u; = (1,0), uo = (0,1)}.
@ Utilizando abase B = {vi = (1,—1), v» = (1, 1)}.
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1
Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.

Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025 7/11




Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1
Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.
v

OBSERVACAO
@ Se u é um autovetor associado a A, entdo todo multiplo ndo nulo de u é também um
autovetor associado a A\. Em particular, um vetor ndo pode estar associado a dois

autovalores distintos.
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AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1

Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.

OBSERVACAO

@ Se u é um autovetor associado a A, entdo todo multiplo ndo nulo de u é também um
autovetor associado a A\. Em particular, um vetor ndo pode estar associado a dois
autovalores distintos.

@ Denotaremos por por V) o espaco gerado por todos os autovetores de 7" associados ao

autovalor \. )
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AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1
Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.

OBSERVACAO

@ Se u é um autovetor associado a A, entdo todo multiplo ndo nulo de u é também um
autovetor associado a A\. Em particular, um vetor ndo pode estar associado a dois

autovalores distintos.
@ Denotaremos por por V) o espaco gerado por todos os autovetores de 7" associados ao
autovalor A. )

TEOREMA 4

Sejam U um K-espago vetorial de dimensdo finitae 7 € L£(U). Fixada uma base A de U, entdo
A € K é um autovalor de T se, e somente se, def([T]a — M) = 0. Em particular, A ndo
depende da base A.

o

Fernando Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025 7/11




Matrizes de Transformacoes Lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Os autovalores da transformagio linear T : R*> — R? dada por T(x,y) = (x + 2y, 2x + y) sido
A1 = —1 e Ay = 3 e os autovetores associados podem ser escolhidos como vi = (1, —1) e

v2 = (1, 1), respectivamente.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Os autovalores da transformagio linear T : R*> — R? dada por T(x,y) = (x + 2y, 2x + y) sido
A1 = —1 e Ay = 3 e os autovetores associados podem ser escolhidos como vi = (1, —1) e
v2 = (1, 1), respectivamente.

EXEMPLO 2
O tnico autovalorde T : &, — &2, é A = 0, e os autovetores sdo os polindmios constantes.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Os autovalores da transformagio linear T : R*> — R? dada por T(x,y) = (x + 2y, 2x + y) sido
A1 = —1 e Ay = 3 e os autovetores associados podem ser escolhidos como vi = (1, —1) e
v2 = (1, 1), respectivamente.

EXEMPLO 2

O tnico autovalorde T : &, — &2, é A = 0, e os autovetores sdo os polindmios constantes.

EXEMPLO 3

A transformagdo linear T : R> — R* dada por T'(x,y) = (v, —x) ndo possui autovalores.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Os autovalores da transformagio linear T : R*> — R? dada por T(x,y) = (x + 2y, 2x + y) sido
A1 = —1 e Ay = 3 e os autovetores associados podem ser escolhidos como vi = (1, —1) e
v2 = (1, 1), respectivamente.

EXEMPLO 2

O tnico autovalorde T : &, — &2, é A = 0, e os autovetores sdo os polindmios constantes.

EXEMPLO 3

A transformagdo linear T : R> — R* dada por T'(x, y) = (¥, —x) ndo possui autovalores.

EXEMPLO 4

Os autovalores da transformagio linear 7' : C> — C? dada por T(x,y) = (y, —x) sdo i e —i.
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AUTOVALOR E AUTOVETOR DE MATRIZES

DEFINICAO
Dizemos que A € K é um autovalor de uma matriz A € M, (K) se existe u € K" \ {0} tal que

Au = u.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado ao autovalor A\. Denotamos por V) o
espago gerado pelos autovetores associados ao autovalor .
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AUTOVALOR E AUTOVETOR DE MATRIZES

DEFINICAO
Dizemos que A € K é um autovalor de uma matriz A € M, (K) se existe u € K" \ {0} tal que

Au = u.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado ao autovalor A\. Denotamos por V) o
espago gerado pelos autovetores associados ao autovalor .

PROPOSICAO 1

Seja A € M, (K). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A € K é um autovalor de A.
(b) A matriz N (A — ) é singular.

(c) A éraiz do polindmio caracteristico de A: P4(x) = det(A — xI)

OBSERVACAO

Note que o polindmio caracteristico de uma matriz A € M, (K) possui grau n. Assim, se
K = C, entfo toda matriz possui n autovalores (contando as multiplicidades).
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Matrizes de Transformacoes Lineares

EXEMPLO

Os autovalores da matriz

Sdo A1 = 0e A2 = A3 = 1. Os respectivos autoespagos sdo

Vi, = ger[(0,0,1)] e Va,=x, = ger[(0,1,0), (0,0, 1)]
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Transformacdes lineares Matrizes de Transformacoes Lineares

PROPRIEDADES

DEFINICAO

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae 7 € £(U). O polindmio caracteristico de
T é o polindmio
pr(x) = det([T]s — xI),

sendo  uma base qualquer de U.
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PROPRIEDADES

DEFINICAO

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae 7 € £(U). O polindmio caracteristico de
T é o polindmio
pr(x) = det([T]s — xI),

sendo  uma base qualquer de U.

TEOREMA

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae T € £L(U). Entéo, A € K é um autovalor
de T se, e somente se, pr(A) = 0.
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