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Transformacdes lineares

AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1

Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.

OBSERVACAO

@ Se u é um autovetor associado a A, entdo todo multiplo ndo nulo de u é também um
autovetor associado a .

@ Um vetor ndo pode estar associado a dois autovalores distintos.

@ Denotaremos por V o espago gerado por todos os autovetores de T associados ao
autovalor A. )
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Transformacdes lineares

TEOREMA 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £(U). Fixada uma base A de U, entdo
A € K é um autovalor de 7T se, e somente se, det([T]4 — AI) = 0. Em particular, A ndo
depende da base A.

DEFINICAO

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae 7 € £(U). O polindmio caracteristico de
T é o polindmio
pr(x) = der([T]s — xI),

sendo  uma base qualquer de U.

TEOREMA 2

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae 7 € £(U). Entéo, A € K é um autovalor
de T se, e somente se, pr(A) = 0.

OBSERVACAO

Se dimU = n, entdo o polindmio caracteristico de T € L£(U) possui grau n. Assim, se K = C,
vao existir n autovalores (contando as multiplicidades).

il = = — Ty
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Transformacdes lineares

UM CASO PARTICULAR: AUTOVALOR E AUTOVETOR DE MATRIZES

DEFINICAO
Dizemos que A € K é um autovalor de uma matriz A € M, (K) se existe u € K" \ {0} tal que

Au = du.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado ao autovalor A\. Denotamos por V o
espaco gerado pelos autovetores associados ao autovalor .

PROPOSICAO 1
Seja A € M, (K). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) A € K é um autovalor de A.

(b) A matriz A — M é singular.

(c) A éraiz do polindmio caracteristico de A: P(x) = det(A — xI)
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Seja T : R* — R® uma transformaco linear tal que

2 2 -1
Ta=]1 0 1
2 -2 3

@ Osautovaloressao A\ = le X = \3 = 2.

@ Os autoespagos sdo Vi, = ger[(1,—2,—3)] =e Vi, = ger[(0, —1,2)].
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 2

Seja T : R* — R® uma transformaco linear tal que

1 2 -1
Tla=| -2 -3 1
2 2 =2
@ Os autovalores s@o A\; = Ay = —le Xy = —2.
@ Os autoespagos sdo Vi, = ger[(1,0,2),(0,1,2)] =e Vx, = ger[(1,—1,1)].
v
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Transformacdes lineares

TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

TEOREMA
Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finita, T € L(U) e Pr(x) = a,x" + ... +aix+ ao
seu polindmio caracteristico. Entdo, pondo M = [T]4, temos

Pr(M)=aM"+ ...+ aiM + aol =0
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TEOREMA 3

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £L(U). Suponha que T possua

autovalores Ay, . .., A\, com autovetores associados vi, . . ., v,, respectivamente. Se
M # N, J# k,
entdo {vi,...,v,} é um conjunto linearmente independente.
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TEOREMA 3

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £L(U). Suponha que T possua

autovalores Ay, . .., A\, com autovetores associados vi, . . ., v,, respectivamente. Se
M # N, J# k,
entdo {vi,...,v,} é um conjunto linearmente independente.

COROLARIO 1

Nas condi¢des do teorema, se Sx 4 um conjunto linearmente independente de Vi, entdo o
conjunto

BzﬁlU...Uﬂn

¢ linearmente independente.
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Transformacdes lineares

TEOREMA 3
Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £L(U). Suponha que T possua

autovalores Ay, . .., A\, com autovetores associados vi, . . ., v,, respectivamente. Se
A # Ny ] F# k,
entdo {vi,...,v,} é um conjunto linearmente independente.
v
COROLARIO 1
Nas condi¢des do teorema, se Sx 4 um conjunto linearmente independente de Vi, entdo o
conjunto
8= 61 U...uU ﬂn
¢ linearmente independente.
v
COROLARIO 2
Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £L(U). Suponha que A, ..., A, sejam

todos os autovalores de 7. Entao, existe uma base de U formada por autovetores de T se, e
somente se,

dimV =" dimVy,.

j=1
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Transformacdes lineares

MULTIPLICIDADES ALGEBRICAS E GEOMETRICAS

DEFINICAO
Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finita, T € £(U) e A € K um autovalor de 7.

@ a multiplicidade algébrica de A, denotada por m,(\), é a sua multiplicidade como raiz de
P T (X ) .

@ a multiplicidade geométrica de de A, denotada por m, (), é a dimensdo de V.
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Transformacdes lineares

MULTIPLICIDADES ALGEBRICAS E GEOMETRICAS

DEFINICAO
Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finita, T € £(U) e A € K um autovalor de 7.

@ a multiplicidade algébrica de A, denotada por m,(\), é a sua multiplicidade como raiz de
P T (X ) .
@ a multiplicidade geométrica de de A, denotada por m, (), é a dimensdo de V.

TEOREMA

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finita, 7 € £L(U) e A € K um autovalor de 7.
Nestas condi¢des,

mg(X) < ma(N).
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Transformacdes lineares

EM DIMENSAO INFINITA...

EXEMPLO 1

Considere U o espago vetorial formado pelas funcdes f : R — R continuase 7 : U — U com

U>f~— TIf : R — R dada por
11 = [ )

Neste caso, T ndo possui autovalores.
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Transformacdes lineares

EM DIMENSAO INFINITA...

EXEmPLO 1
Considere U o espago vetorial formado pelas funcdes f : R — R continuase 7 : U — U com
U>f~— TIf : R — R dada por

70 = [ sy

Neste caso, T ndo possui autovalores.

EXEMPLO 2

Considere U o espago vetorial formado pelas func¢des f : R — R infinitamente diferencidveis,
tais que f(0) = f(1) = 0. Neste caso, resolver o problema de valor inicial

{ Y1) = X(1) = 0,
y(0) = y(1) = 0.

€ procurar os os autovalores de T : U — U dada por Tf = f”’. Em particular, temos

fu(x) = sen(nmx) e A\, = n’n’, ¥n € N.
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