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Transformacdes lineares

AUTOVALOR E AUTOVETOR DE TRANSFORMACOES LINEARES

DEFINICAO 1

Sejam U um K-espaco vetorial e T € L(U). Dizemos que A € K é um autovalor de T se existe

u € U\ {0} tal que
Tu = Au.

Neste caso, dizemos que u € um autovetor associado a \.

OBSERVACAO

@ Se u é um autovetor associado a A, entdo todo multiplo ndo nulo de u é também um
autovetor associado a .

@ Um vetor ndo pode estar associado a dois autovalores distintos.

@ Denotaremos por V o espago gerado por todos os autovetores de T associados ao
autovalor A. )
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Transformacdes lineares

TEOREMA 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimens@o finitae T € £(U). Fixada uma base A de U, entdo
A € K é um autovalor de T se, e somente se, det([T]a — M) = 0. Em particular, A ndo
depende da base A.

DEFINICAO

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae T € £L(U). O polindmio caracteristico de
T é o polindmio
pr(x) = det([T]g — xT),

sendo [ uma base qualquer de U.

TEOREMA 2

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae 7 € £(U). Entéo, A € K é um autovalor
de T se, e somente se, pr(A) = 0.
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Transformacdes lineares

MULTIPLICIDADES ALGEBRICAS E GEOMETRICAS

DEFINICAO
Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finita, T € £(U) e A € K um autovalor de 7.

@ a multiplicidade algébrica de A, denotada por m,(\), é a sua multiplicidade como raiz de
P T (X ) .
@ a multiplicidade geométrica de de A, denotada por m, (), é a dimensdo de V.

TEOREMA 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finita, 7 € £L(U) e A € K um autovalor de 7.
Nestas condi¢des,

mg(X) < ma(N).
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Transformacdes lineares

DIAGOLANIZACAO

DEFINICAO

Seja U um K-espago vetorial de dimenso finita. Dizemos que T € L(U) é diagonalizavel se
existe uma base 8 de U formada por autovetores de T
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Transformacdes lineares

DIAGOLANIZACAO

DEFINICAO

Seja U um K-espago vetorial de dimenso finita. Dizemos que T € L(U) é diagonalizavel se
existe uma base 8 de U formada por autovetores de T

EXEMPLO 1
(a) T:R*— R? dadapor T(x,y) = (y,4x) é diagonalizavel.
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Transformacdes lineares

DIAGOLANIZACAO

DEFINICAO

Seja U um K-espago vetorial de dimenso finita. Dizemos que T € L(U) é diagonalizavel se
existe uma base 8 de U formada por autovetores de T

EXEMPLO 1
(a) T:R*— R? dadapor T(x,y) = (y,4x) é diagonalizavel.
(b) T :R? — R? dadapor T(x,y) = (—y,x) nio é diagonalizivel.

a (UFPR) CMM 031 S1-2025 5/14




Transformacdes lineares

DIAGOLANIZACAO

DEFINICAO

Seja U um K-espago vetorial de dimenso finita. Dizemos que T € L(U) é diagonalizavel se
existe uma base 8 de U formada por autovetores de T

EXEMPLO 1
(a) T:R*— R? dadapor T(x,y) = (y,4x) é diagonalizavel.
(b) T :R? — R? dadapor T(x,y) = (—y,x) nio é diagonalizivel.

(¢) T:R*— R? dadapor T(x,y) = (y,x) ndo é diagonalizivel.
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TEOREMA 2

Seja U um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, T € £(U) é diagonalizdvel se, e
somente se, existe uma base 3 de U na qual [T é diagonal
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Transformacdes lineares

TEOREMA 2

Seja U um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, T € £(U) é diagonalizdvel se, e
somente se, existe uma base 3 de U na qual [T é diagonal

OBSERVACAO

Suponha T é diagonalizével e que [T]g é diagonal. Entdo, dada outra base a qualquer de U
sabemos que existe uma matriz invertivel S tal que

[T]la=S-[T]s-5".
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Transformacdes lineares

TEOREMA 2

Seja U um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, T € £(U) é diagonalizdvel se, e
somente se, existe uma base 3 de U na qual [T é diagonal

OBSERVACAO

Suponha T é diagonalizével e que [T]g é diagonal. Entdo, dada outra base a qualquer de U
sabemos que existe uma matriz invertivel S tal que

[T]la=S-[T]s-5".

DEFINICAO

Dizemos que uma matriz A € M, (K) é diagonalizdvel se existe uma matriz invertivel
S € M, (K) tal que
S-A-S7!

¢é diagonal.
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Transformacdes lineares

TEOREMA 2

Seja U um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, T € £(U) é diagonalizdvel se, e
somente se, existe uma base 3 de U na qual [T é diagonal

OBSERVACAO

Suponha T é diagonalizével e que [T]g é diagonal. Entdo, dada outra base a qualquer de U
sabemos que existe uma matriz invertivel S tal que

[T]la=S-[T]s-5".

DEFINICAO

Dizemos que uma matriz A € M, (K) é diagonalizdvel se existe uma matriz invertivel
S € M, (K) tal que
S-A-S7!

¢é diagonal.

TEOREMA 3

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finita e o uma base de U. Entdo, T € L(U) é
diagonalizdvel se, e somente se, [T] € uma matriz diagonalizdvel.

= . - = =
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OBSERVACAO

Note entdo que para verificar se uma transformacao linear € diagonalizdvel basta mostrar que a
matriz de 7, com com respeito a qualquer base de U, € diagonalizavel.
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Transformacdes lineares

OBSERVACAO
Note entdo que para verificar se uma transformacao linear € diagonalizdvel basta mostrar que a
matriz de 7, com com respeito a qualquer base de U, € diagonalizavel.

v

EXEMPLO
A transformacdo linear T : &2, — £, dada por Tp = p’, ndo é diagonalizavel. De fato, com
respeito a base candnica v = {1, x,x*} de £ temos

S O -
[« S e

0
[Tla=1] 0
0

a qual ndo ¢é diagonalizdvel.
o
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OBSERVACAO

Suponha A, x, uma matriz diagonalizével. Seja 8 = {v, ..

autovetores de A, entdo definindo

S=1| v ... v

temos que

Ts=8"-A-S.

., v} uma base de K" formada de
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Transformacdes lineares

OBSERVACAO

Suponha A, x, uma matriz diagonalizével. Seja 3 = {v1, ..., v,} uma base de K" formada de
autovetores de A, entdo definindo

temos que

EXEMPLO 1

=[] == [ L) e [1E 1]
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Transformacdes lineares

OBSERVACAO

Suponha A, x, uma matriz diagonalizével. Seja 3 = {v1, ..., v,} uma base de K" formada de
autovetores de A, entdo definindo

S = Vi Vj Vn ’
temos que
Ts=8"-A-S.
EXEMPLO 1
o 1 ! o[22 14
A‘{4 o}:”_[z —2}65 _[1/2 —1/4
EXEMPLO 2
1 2 -1 1 1 3 2 -1
A= -2 -3 1 |=s8=|01 —-1]es'=| -2 -1 1
2 2 -2 2 1 -2 -2 1

= . - = =y
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Transformacdes lineares

AUTO ESPACOS

TEOREMA 1
Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae T € £(U). Entéo, T é diagonalizdvel se, e

somente se
U:V)\I @««o@‘/)\,n

sendo n < dim(U).
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Transformacdes lineares

AUTO ESPACOS

TEOREMA 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae T € £(U). Entéo, T é diagonalizdvel se, e

somente se
U:V)\I @««o@‘/)\,n

sendo n < dim(U).

TEOREMA 2

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £(U). Entdo, T é diagonalizdvel se, e
somente se, valem as seguintes condi¢des:

(a) para cada autovalor de 7 as suas multiplicidades algébrica e geométrica sdo iguais.

(b) asoma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coincide com a
dimensdo de U.
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Transformacdes lineares

AUTO ESPACOS

TEOREMA 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimensio finitae T € £(U). Entéo, T é diagonalizdvel se, e
somente se
U:V)\I @««o@‘/)\,n

sendo n < dim(U).

TEOREMA 2

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € £(U). Entdo, T é diagonalizdvel se, e
somente se, valem as seguintes condi¢des:

(a) para cada autovalor de 7 as suas multiplicidades algébrica e geométrica sdo iguais.

(b) asoma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coincide com a
dimensdo de U.

COROLARIO 1

Sejam U um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € L(U). Se todos os autovalores de T
sdo dois a dois distintos, entdo 7" é diagonalizavel.

= . - = =y
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
A transformagdo linear T : R? — R?, dada por T(x,y,2) = (x + 2,y + z,x +y + 22) é
diagonalizavel.
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Transformacdes lineares

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

A transformagdo linear T : R? — R?, dada por T(x,y,2) = (x + 2,y + z,x +y + 22) é

diagonalizavel.

EXEMPLO 2
A transformacdo linear T : &, — 9?,, dada por

T(y)=y"—2y +y

ndo ¢é diagonalizavel.
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