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PRODUTO INTERNO

DEFINICAO

Um produto interno sobre um R-espago vetorial € uma fungdo (-,-) : V x V — R que satisfaz
as seguintes propriedades:

(@) (au+v,w) =afu,w)+ (v,w),Va € R, u,v,w € V.
®) (u,v) = (v,u),Yu,vevV.

(c) (u,u) > 0, valendo a igualdade apenas para u = 0.

@ Opar (V,(-,-)) de espago com produto interno.

@ Um produto interno é muitas vazes chamado de produto escalar.
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EXEMPLOS

EXEMPLOS

@ Em R” temos o produto interno Euclidiano

n
<u7 M> = Z Ujvj,
=1

sendo u = (u1,...,up) eu= (vi,...,v).
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EXEMPLOS

EXEMPLOS

@ Em R” temos o produto interno Euclidiano

n
<u7 M> = Z Ujvj,
=1

sendo u = (u1,...,up) eu= (vi,...,v).

@ Em %([a, b],R) temos o produto interno

b
(f.8) = / F()g()dx.
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EXEMPLOS

EXEMPLOS

@ Em R” temos o produto interno Euclidiano

n
<u7 M> = Z Ujvj,
=1

sendo u = (u1,...,up) eu= (vi,...,v).

@ Em %([a, b],R) temos o produto interno

b
(f.8) = / F()g()dx.

@ Em M« ,»(R) temos o produto interno

(A,B) = ayb;
N
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ORTOGONALIDADE

DEFINICAO
Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.

(a) Dois vetores u, v € V sio ditos ortogonais se (u, v) = 0, e usualmente escrevemos u L v.
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ORTOGONALIDADE

DEFINICAO
Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.
(a) Dois vetores u, v € V sio ditos ortogonais se (u, v) = 0, e usualmente escrevemos u L v.

(b) Um conjunto S C V é dito ortogonal se (u,v) = 0, para todo u # v.
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ORTOGONALIDADE

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.
(a) Dois vetores u, v € V sio ditos ortogonais se (u, v) = 0, e usualmente escrevemos u L v.
(b) Um conjunto S C V é dito ortogonal se (u,v) = 0, para todo u # v.

(c) O complemento ortogonal de um conjunto A C V € o conjunto

At ={veV;v Lu YuecA}.
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NORMA

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Para cada v € V defini-se o ndmero, chamado

de norma de v,
vl = V{v,v).

TEOREMA 1

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Sdo vélidas as seguintes propriedades.
(@) |lav]| = |a|||v||, para todo a € Retodov € V.
(b) ||v|| > 0, valendo a igualdade se, e somente se, v = 0.

(©) [{u,v)| < |lul|||v]], para todo u,v € V. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

(d) |lu+ v|| < ||lull||v]], para todo u, v € V. (Desigualdade de triangular).
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DISTANCIA

DEFINICAO
Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Defini-se entdo a fungdo distancia

d:V xV — R pondo
d(u,v) = [lu —vll = /(4 = v,u—v)
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DISTANCIA

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Defini-se entdo a fungdo distancia
d:V xV — R pondo
d(u,v) = [lu —vll = /(4 = v,u—v)

TEOREMA 2

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Sdo vélidas as seguintes propriedades.
(a) d(u,v) >0, para todo u,v € V, valendo a igualdade se, e somente se, v = u.
(b) d(u,v) =d(v,u), paratodo u,v € V.
(c) d(u,v) <

d(u,w) + d(w,v), para todo u,v,w € V.
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EXEMPLOS

@ EmR*, temos parau = (1,1,3,2) ev = (2,2,1,0) que
d(u,v) = V10.
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EXEMPLOS

@ EmR*, temos parau = (1,1,3,2) ev = (2,2,1,0) que
d(u,v) = V10.

@ Em %([0,27]; R), temos para u = sen(x) e v = cos(x) que

d(u,v) = V2.
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ORTONORMALIDADE

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.
(a) Dois vetores u, v € V so ditos ortonormais se u L ve |jul]| = ||v|| = 1.
(b) Um conjunto S C V € dito ortonormal se

<u7V>:{0,u75v

1, u=v.
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ORTONORMALIDADE

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.
(a) Dois vetores u, v € V so ditos ortonormais se u L ve |jul]| = ||v|| = 1.
(b) Um conjunto S C V € dito ortonormal se

<u7V>:{0,u75v

1, u=v.

EXEMPLOS

(a) A base candnica de R" é um conjunto ortonormal
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ORTONORMALIDADE

DEFINICAO

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno.
(a) Dois vetores u, v € V so ditos ortonormais se u L ve |jul]| = ||v|| = 1.
(b) Um conjunto S C V € dito ortonormal se

<u7V>:{0,u75v

1, u=v.

EXEMPLOS
(a) A base candnica de R" é um conjunto ortonormal
(b) As funcdes
1 1
flx) = ;sen(x) e glx) = ;cos(x)

formam um conjunto ortonormal em %([0, 27]; R).
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ALGUNS RESULTADOS

PROPOSICAO 1

Todo conjunto ortonormal € linearmente independente.
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ALGUNS RESULTADOS

PROPOSICAO 1
Todo conjunto ortonormal € linearmente independente.
v
OBSERVACAO
@ Note que se S = {ui,...,u,} é um conjunto ortogonal que ndo contém o vetor nulo,
entiao
{ “ . }
[ A
@ Uma base ¢ dita ortonormal se for um conjunto ortonormal.
v
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PROPOSICAO 2

Sejam (V, (-, -}) um espago com produto interno 3 = {vi, ..., v, } um conjunto ortogonal que
ndo contém o vetor nulo. Nestas condi¢des, se v € Ger{vi, ..., v, }, entdo

n
v= Z {, vj2> vj.
vl

Jj=1
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PROPOSICAO 2

Sejam (V, (-, -}) um espago com produto interno 3 = {vi, ..., v, } um conjunto ortogonal que
ndo contém o vetor nulo. Nestas condi¢des, se v € Ger{vi, ..., v, }, entdo

n
v= Z {, vj2> vj.
vl

=1

COROLARIO

Sejam (V, (-, -)) um espago com produto interno de dimensdone 8 = {vi,...,v,} uma base
ortonormal. Nestas condi¢des, para cada v € V vale que

n

v = Z(v, Vi)V

j=1
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PROPOSICAO 2

Sejam (V, (-, -}) um espago com produto interno 3 = {vi, ..., v, } um conjunto ortogonal que
ndo contém o vetor nulo. Nestas condi¢des, se v € Ger{vi, ..., v, }, entdo

n
V= Z {, vj2> vj.
vl

=1

COROLARIO

Sejam (V, (-, -)) um espago com produto interno de dimensdone 8 = {vi,...,v,} uma base
ortonormal. Nestas condi¢des, para cada v € V vale que

n

v = Z(v, Vi)vj.

j=1

EXEMPLO
Determinar as coordenadas do vetor v = (1, 1) € R* com respeito a base

={(5%) (5-5))

= . - = = ASS
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PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ Sejam (V, (-, -)) um espaco com produto interno < = {vi, ..., v,} um conjunto
linearmente independente.
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PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ Sejam (V, (-, -)) um espaco com produto interno < = {vi, ..., v,} um conjunto
linearmente independente.

OBJETIVO
Obter um conjunto ortogonal B = {wi, ..., w,} tal que Ger(«/) = Ger(A). J
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PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ Sejam (V, (-, -)) um espaco com produto interno < = {vi, ..., v,} um conjunto
linearmente independente.

OBJETIVO
Obter um conjunto ortogonal B = {wi, ..., w,} tal que Ger(«/) = Ger(A).

IDEIA

@ Definaw; =v e
(v2, wi)

[Iwil[?

Wy = V) —

Deste modo, {wi, w»} é ortogonal.
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PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

@ Sejam (V, (-, -)) um espaco com produto interno < = {vi, ..., v,} um conjunto
linearmente independente.

OBJETIVO
Obter um conjunto ortogonal B = {wi, ..., w,} tal que Ger(«/) = Ger(A).

IDEIA
@ Definaw; =v e
_ (va, wi)
Wy = V) — 3 w1
[[wil
Deste modo, {wi, w»} é ortogonal.
@ Definidos wi, ..., wi, 1 < k < n, pomos
(Vi1 )
Wi+1 = Vi1 — Z ij.
j

j=1
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TEOREMA

Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno de dimensio finita. Entfio, V possui uma base
ortonormal.
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ALGUMAS VANTAGENS

O PRODUTO INTERNO
Se o/ = {vi,...,v,} é uma base ortonormal de V, entéo

<u7 V> = Z a]ﬂh
=1

sendo

n n
U= E Qivi € V= E Bivj.
i=1 i=j
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ALGUMAS VANTAGENS

O PRODUTO INTERNO

Se & = {vi,...,v,} é uma base ortonormal de V, entdo
n
<u7 V> = Z a]ﬂﬁ
j=1

sendo

n n
U= E Qivi € V= E Bivj.
i=1 i=j

MUDANCA DE BASE
Se o ={vi,...,va} e B ={ui,...,u,} séo duas bases ortonormais de V, entdo a matriz
mudanga de base M satisfaz

M-M=M M=1.
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EXEMPLOS

@ Obter uma base ortonormal de
W ={(x,y,2) € R} x — 2y =0}

Comegando com «7 = {(2,1,0), (0,0, 1)} teremos

o (k)
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EXEMPLOS

@ Obter uma base ortonormal de
W ={(x,y,2) € R x — 2y =0}
Comegando com «7 = {(2,1,0), (0,0, 1)} teremos
1

2
#=<(2,1,0), —,—,0 .
{0 (5 70))
@ Obter uma base ortonormal de &%, considerando o produto interno
1
0.0) = | po)atod
0
Comegando com «7 = {(2,1,0), (0,0, 1)} teremos

B ={1,V3(2x —1),V5(6x> — 6x + 1)}.
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