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Espacos vetoriais

ESPACOS VETORIAIS

DEFINICAO
Un conjunto vazio V é dito um espago vetorial sobre um corpo K se existem duas operagdes

+:VxV—>Ve :KxV->V

que satisfazem as seguintes propriedades:
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DEFINICAO
Un conjunto vazio V é dito um espago vetorial sobre um corpo K se existem duas operagdes

+:VxV—>Ve :KxV->V

que satisfazem as seguintes propriedades:
(Al) u+v=v+u, Yu,vevV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0) € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u =0.
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Un conjunto vazio V é dito um espago vetorial sobre um corpo K se existem duas operagdes
+:VxV—=Ve :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
(Al) u+v=v+u, Yu,vevV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0) € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u =0.

M1) (aB) v=a-(B-V), Va.f €eKeVv e V.
(M2) 1-v=v, Yv € V,sendo 1 aidentidade de K.

CMM 031 S1-2025

2/8



Espacos vetoriais
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DEFINICAO

Un conjunto vazio V é dito um espago vetorial sobre um corpo K se existem duas operagdes
+:VxV—=Ve :KxV-oV

que satisfazem as seguintes propriedades:
(Al) u+v=v+u, Yu,vevV.
A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,we V.
(A3) Existeumelemento0) € Vtalquev+0=v, Vv € V.
(A4) Paracadav € V,existeu € Vtalquev+u =0.

M1) (aB) v=a-(B-V), Va.f €eKeVv e V.
(M2) 1-v=v, Yv € V,sendo 1 aidentidade de K.
D) a-(v4+u)-u=a-v+p-u, Yu,veVeVa ek
D2) (a+PB)viu=a-v+p-v, Vue VeVa,p € K.
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OBSERVACOES

@ Um espago vetorial sobre K € muitas vezes chamado de K-espago vetorial.
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OBSERVACOES
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@ Um K-espago vetorial é (V, K, +, -).
@ Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de verores.

@ O vetor 0 em (A3) é inico e é chamado de vetor nulo.
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OBSERVACOES

Um espaco vetorial sobre K é muitas vezes chamado de K-espaco vetorial.
Um K-espago vetorial é (V, K, +, ).
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O vetor u em (A4) é Gnico o e denotado por (—v).
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OBSERVACOES

Um espaco vetorial sobre K é muitas vezes chamado de K-espaco vetorial.
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O vetor 0 em (A3) ¢ iinico e é chamado de vetor nulo.

O vetor u em (A4) é Gnico o e denotado por (—v).
Se0éonuloemK, entdao 0-v = 0.

(=1)-v= —v,paratodov € V.

Para todo A € K, temos A - 0 = 0, sendo 0 o vetor nulo.

Se A € Kev € Vsido tais que A - v = 0, entdo um deles deve ser nulo.
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OBSERVACOES

Um espaco vetorial sobre K é muitas vezes chamado de K-espaco vetorial.
Um K-espago vetorial é (V, K, +, ).

Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de verores.

O vetor 0 em (A3) ¢ iinico e é chamado de vetor nulo.

O vetor u em (A4) é Gnico o e denotado por (—v).
Se0éonuloemK, entdao 0-v = 0.

(=1)-v= —v,paratodov € V.

Para todo A € K, temos A - 0 = 0, sendo 0 o vetor nulo.

Se A € Kev € Vsido tais que A - v = 0, entdo um deles deve ser nulo.

Em geral, trataremos apenas os casos K = Re K = C.
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EXEMPLO 1

Todo corpo K é um espaco vetorial.
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EXEMPLO 1
Todo corpo K é um espaco vetorial.

EXEMPLO 2

Dados um corpo K e n € N, considere o conjunto
V=K'=Kx...xK.
Dados A € K, x = (x1,...,X:) € Vey= (y1,...,yn) € V define

X+y= (X1 +yi,. %+ Yn)
)x-x:(kxl,...,/\x,,).
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EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Todo corpo K é um espaco vetorial.

EXEMPLO 2

Dados um corpo K e n € N, considere o conjunto
V=K'=Kx...xK.
Dados A € K, x = (x1,...,X:) € Vey= (y1,...,yn) € V define

X+y= (X1 +yi,. %+ Yn)
A-x:(/\xl,...,/\x,,).

EXEMPLO 3

Considere o conjunto de polindmios
PK) ={px) =ax" + ... +a1x + a0, @ € K, n > 0}.

Entdo, P(K) é um K-espago vetorial considerando a soma e produto usuais.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 4

O conjunto das matrizes M, (K) com as operagdes usuais.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 4

O conjunto das matrizes M, (K) com as operagdes usuais.

EXEMPLO 5

O conjunto das solug¢des do sistema homogéneo

anxi + ...+ awx, =0

amX1 + ...+ aunxn =0

é um K-espago vetorial com respeito a soma e o produto de K”.
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EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

Avila (UFPR) CMM 031 S1-2025

6/8



Espacos vetoriais

EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do

f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
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EXEMPLO: ESPACO DE FUNCOES

Considere X um conjunto no vazio qualquer, K um corpo e .% (X; K) o conjunto de todas as
fungdes f : X — K.

@ para cada par f, g € #(X;K), defina a fun¢do
f+g:X—=K, pondo (f+g)(x) =f(x) +g(x).
@ paracada A € Kef € Z(X;K), defina a fungéo
A-f:X =K, pondo (X)(x) = M(x).
Assim, .# (X;K) é um K-espago vetorial.

IMPORTANTE

O vetor nulo de .% (X; K) é a fungéo identicamente nula, isto &,

0(x) =0, Vx € X.
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COMBINACAO LINEAR

DEFINICAO

Um vetor v € V é dito uma combinacdo linear dos vetores uj, . . .

ai, ..., o, em K tais que

n
V= E Q;V;.
j=1

, Uy se existem escalares
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CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES
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CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES

DEFINICAO

Seja V um K-espago vetorial e A = {uy, ...
A é um conjunto linearmente independente se

, up } um conjunto de vetores em V. Dizemos que

n
g =0 = ar=m=...=a, =0.
j=1
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CONJUNTOS LINEARMENTE INDEPENDENTES

DEFINICAO
Seja V um K-espago vetorial e A = {uy, . .., u, } um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente independente se

n
Zajv_,-:o = ar=m=...=a, =0.
j=1
v
DEFINICAO
Seja V um K-espaco vetorial e A = {ui, ..., u,} um conjunto de vetores em V. Dizemos que
A é um conjunto linearmente dependente se for possivel obter escalares o, . .., a, em K,

nao todos nulos tais que

n
> v =0.
j=1
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