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Subespaços vetoriais

BASE

DEFINIÇÃO

Seja V um espaço vetorial.

(a) Uma base de V é um conjunto de vetores β que é L.I. e gera todo o espaço V .

(b) V é dito finitamente gerado se existe um conjunto com finitos vetores que gera V .

TEOREMA

(a) Todo espaço finitamente gerado, não trivial, possui base.

(b) Se V é finitamente gerado, então todas as bases de V tem a mesma quantidade de
elementos.

(c) Um conjunto com n vetores em Kn é uma base se, e somente se, det(A) ̸= 0, em que A é
a matriz cujas colunas são tais vetores. (O mesmo vale se utilizarmos a matriz cujas
linhas são esses vetores).

DEFINIÇÃO

A dimensão de um K-espaço vetorial V finitamente gerado é quantidade de elementos em uma
de suas bases. Iremos escrever dimKV.
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Subespaços vetoriais

OBSERVAÇÕES

Se β = {v1, . . . , vn} é uma base de V , então para cada v ∈ V , existem únicos escalares
α1, . . . , αn tais que

v =
n∑

j=1

αjvj.

Os escalares α1, . . . , αn são ditos coordenadas de v com respeito a base β.

Nas condições acima, podemos associar a cada vetor v ∈ V o vetor vβ ∈ Kn dado por

vβ = (α1, . . . , αn)β

PROPOSIÇÃO

Sejam V um espaço de dimensão n ≥ 1 e β um subconjunto de V com n elementos. As
seguintes afirmações são equivalentes.

(a) β é uma base.

(b) β é L.I.

(c) β é um gerador de V .
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Subespaços vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Considere o conjunto

S = {(x, y, z) ∈ R3; 2x + y − z = 0}

(a) Vamos verificar que S é um subespaço de R3.

(b) Vamos obter uma base para S.

EXEMPLO 2
Considere o conjunto

S = {A ∈ M2(R); At = A}

(a) Vamos verificar que S é um subespaço de M2(R).
(b) Vamos obter uma base para S.
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Subespaços vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 3
Considere o conjunto

N(A) = {v = (x, y, z,w) ∈ R4; A · v = 0, }

sendo A a matriz

A =

[
1 1 1 0
2 1 0 1

]
(a) Vamos verificar que N(A) é um subespaço de R4.

(b) Vamos obter uma base para N(A).

Fernando Ávila (UFPR) CMM 031 S1 - 2025 5 / 10



Exemplos

BASE PARA ESPAÇO LINHA DE UMA MATRIZ

ESPAÇO LINHA DE UMA MATRIZ

Considere uma matriz A ∈ Mmn(K)

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
am1 am2 . . . amn



O espaço linha de A é o subespaço EL(A) de Km gerado pelos m vetores construídos através
das linhas de A, isto é, denotando

v1 = (a11, a12, . . . , a1n), v2 = (a21, a22, . . . , a2n), . . . , vm = (am1, am2, . . . , amn)

temos que EL(A) = ger({v1, . . . , vm}).
O posto de uma matriz A ∈ Mmn(K) é a dimensão do seu espaço linha.

PROPOSIÇÃO

Se duas matrizes A e B são linha-equivalentes, então EL(A) = EL(B)
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Exemplos

EXEMPLO

As linha não nulas da matriz linha degrau formam uma base para o espaço linha.

EXEMPLO

Vamos obter uma base para o espaço linha da matriz

A =

[
1 1 1 0
2 1 0 1

]

(a) Vamos verificar que N(A) é um subespaço de R4.

(b) Vamos obter uma base para N(A).
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Exemplos

EXEMPLO

Se A é um matriz m × n, então o posto de A somando com a dimensão de N(A) é igual n.

EXEMPLO

Considere a matriz

A =

 1 2 −1 1
2 4 −3 0
1 2 1 5
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Exemplos

BASE PARA ESPAÇO COLUNA DE UMA MATRIZ

ESPAÇO COLUNA DE UMA MATRIZ

Considere uma matriz A ∈ Mmn(K)

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
am1 am2 . . . amn



O espaço coluna de A é o subespaço EC(A) de Kn gerado pelos n vetores construídos através
das colunas de A, isto é, denotando

u1 = (a11, a21, . . . , am1), u2 = (a12, a22, . . . , am2), . . . , un = (a1n, a2n, . . . , amn)

temos que
EC(A) = ger({u1, . . . , un}).

PROPOSIÇÃO

Se A ∈ Mm timesn, então dim(EL(A)) = dim(EC(A)).
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Exemplos

EXEMPLO

EXEMPLO 1
Vamos obter uma base para o espaço coluna da matriz

A =


1 −2 1 1 2
−1 3 0 2 −1
0 1 1 3 4
1 2 5 13 5



EXEMPLO 2
Determinar a dimensão do subespaço gerado pelos vetores

v1 = (1, 2,−1, 0), v2 = (2, 5,−3, 2), v3 = (2, 4,−2, 0), v4 = (3, 8,−5, 4).
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