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Subespagos vet

BASE

DEFINICAO
Seja V um espaco vetorial.
(a) Uma base de V € um conjunto de vetores /3 que é L.I. e gera todo o espago V.

(b) V € dito finitamente gerado se existe um conjunto com finitos vetores que gera V.

TEOREMA
(a) Todo espaco finitamente gerado, ndo trivial, possui base.

(b) Se V ¢ finitamente gerado, entdo todas as bases de V tem a mesma quantidade de
elementos.

z

(c) Um conjunto com 7 vetores em K" é uma base se, e somente se, det(A) # 0, em que A é
a matriz cujas colunas sdo tais vetores. (O mesmo vale se utilizarmos a matriz cujas
linhas sdo esses vetores).

DEFINICAO

A dimensdo de um K-espaco vetorial V finitamente gerado é quantidade de elementos em uma
de suas bases. Iremos escrever dimx V.

= v - — AL
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OBSERVACOES

@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares
ai, ..., oy tais que

n
V= E Q;v;.
j=1
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Subesp:

OBSERVACOES
@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares
ai, ..., oy tais que
n
V= Z Q;v;.
=1
@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base .
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Subesp:

OBSERVACOES
@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares
ai, ..., oy tais que
n
V= Z Q;v;.
=1
@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base .

@ Nas condigdes acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p

PROPOSICAO

Sejam V um espaco de dimensdo n > 1 e 8 um subconjunto de V com n elementos. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.
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Subespacos vetoriais

OBSERVACOES

@ Se 8 ={vi,...,vn} é uma base de V, entdo para cada v € V, existem dnicos escalares

ai, ..., oy tais que
n
V= E Q;v;.
=1

@ Os escalares ay, . . ., o, s8o ditos coordenadas de v com respeito a base .

@ Nas condigdes acima, podemos associar a cada vetor v € V o vetor vg € K" dado por

vg = (au,...,0m)p

PROPOSICAO

Sejam V um espaco de dimensdo n > 1 e 8 um subconjunto de V com n elementos. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) B éuma base.
(b) BELL
(c) B éum geradorde V.

- = = —= = (o}
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 1
Considere o conjunto
S={(x,y,2) €R’; 2x+y—z=0}
(a) Vamos verificar que S é um subespaco de R>.

(b) Vamos obter uma base para S.

EXEMPLO 2
Considere o conjunto
S={AeM(R); A=A}
(a) Vamos verificar que S é um subespago de M (R).

(b) Vamos obter uma base para S.
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Subespacos vetoriais

EXEMPLOS

EXEMPLO 3

Considere o conjunto

N(A) ={v=(x,y,z,w) eR} A-v=0,}

1110
AZ{Z]O]}

(a) Vamos verificar que N(A) é um subespago de R*.

sendo A a matriz

(b) Vamos obter uma base para N(A).
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Exemplos

BASE PARA ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

arl ap ain
az  an A2n
A =
am1 am2 Amn
.
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Exemplos

BASE PARA ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ

ESPACO LINHA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

ar az RIS Aain

a ax» ... an
A =

Aaml am2 e Amn

O espaco linha de A é o subespaco £.(A) de K™ gerado pelos m vetores construidos através
das linhas de A, isto é, denotando

V) = (an,an,...,am), Vy = (az],azz,...,azn),...,vm = (aml,amz,...,amn)

temos que £, (A) = ger({vi,...,vm}).
O posto de uma matriz A € M,,,(K) é a dimenséo do seu espaco linha.

PROPOSICAO

Se duas matrizes A e B sdo linha-equivalentes, entdo £.(A) = E.(B)

= . - = =y
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Exemplos

EXEMPLO

@ As linha ndo nulas da matriz linha degrau formam uma base para o espago linha.

EXEMPLO

Vamos obter uma base para o espago linha da matriz

1110
A‘{zlol}

(a) Vamos verificar que N(A) é um subespago de R*.

(b) Vamos obter uma base para N(A).
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Exemplos

EXEMPLO

@ Se A é um matriz m X n, entdo o posto de A somando com a dimensdo de N(A) é igual n.

EXEMPLO
Considere a matriz
1 2 -1 1
A=12 4 -3 0
1 2 1 5
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Exemplos

BASE PARA ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

ar ap e Aln

any ann e an
A=

aml am2 e Amn
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Exemplos

BASE PARA ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

ar a Aain

azy any azn
A=

aml am e Amn

O espaco coluna de A é o subespago Ec(A) de K" gerado pelos n vetores construidos através
das colunas de A, isto €, denotando

u = (au,a21,. ..,aml), U = (Lllz,azz, e ,amz),. ey U = (am,azm.. . ,am)

temos que
Ec(A) = ger({ur, ..., un}).
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Exemplos

BASE PARA ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ

ESPACO COLUNA DE UMA MATRIZ
Considere uma matriz A € M, (K)

ar az Aain

azy any azn
A=

aml am e Amn

O espaco coluna de A é o subespago Ec(A) de K" gerado pelos n vetores construidos através
das colunas de A, isto €, denotando

uy = (au,a21,. ..,aml), U = (Lllz,azz, e ,amz),. ey U = (al,,,az,”.. . ,am)

temos que
Ec(A) = ger({ur, ..., un}).

PROPOSICAO
Se A € My simesn, entdo dim(EL(A)) = dim(Ec(A)).
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Exemplos

EXEMPLO

EXEMPLO 1

Vamos obter uma base para o espago coluna da matriz

1 -2 1

-1 3 0

A= 0 1 1
1 2 5

CMM 031

S1-2025 10/10



Exemplos

EXEMPLO

EXEMPLO 1

Vamos obter uma base para o espago coluna da matriz

1 -2 1 1 2

-1 3 0 2 -1

A= 0 1 1 3 4
1 2 5 13 5

EXEMPLO 2

Determinar a dimensao do subespaco gerado pelos vetores

vi = (1,2,—1,0), v, = (2,5,-3,2), v3 = (2,4,-2,0), v4s = (3,8, -5,4).
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