CMM 242 Espacos Métricos

Professor: Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética - UFPR

LISTA 3

Exercicio 1 Considere M, Ny, ..., Ng espagos métricos e f: M — N = H;]’Zl N; uma fungao.
(a) Mostre que as projecoes Py, : N — Ny, k € {1,...,d} sao continuas.
(b) Mostre que f € continua se, e somente se, suas fungoes coordenadas f; = Pjo f sio continuas.

(¢) Mostre que f ¢é uniformemente continua se, e somente se, suas fungées coordenadas fj = Pjo f
sao uniformemente continuas.

Exercicio 2 Mostre que uma func¢do uniformemente continua leva sequéncias de Cauchy em sequén-
cias de Cauchy.

Exercicio 3 Uma transformacao linear entre espagos normados N1 e No é uma funcao T : N1 — Na
tal que

T(an+¢&) =aT(n) +T(E), Ya € K,Vn,zi € Ni.
(a) Mostre que sao equivalentes:

o T' é continuo.

e T ¢ continuo em 0.

e Existe C > 0 tal que | Tnl|l2 < C|nll1, para todo n € Nq
e supy, <1 [ Tnll2 < oo

(b) Mostre que se dimN7 < 0o, entdo toda transformacgdao linear T : N1 — Ny € continua.

(¢) Mostre que T : C[0,1] — C[0,1] dado por

t
T:L‘(t):/ x(s)ds
0
é continuo

(d) Seja D C C[0,1] o subespago do polindmios p : [0,1] — R. Mostre que o T : D — C0,1] dado
por Tp = p' nao é continuo.

Exercicio 4 Uma func¢do f: M — N entre espacos mélricos € dita uma tmersdo isométrica se

dn(f(x), f(y)) = dp(x,y), Yo,y € M.

Uma isometria € uma imersao sobrejetiva.

(a) Mostre que uma imersao isométrica € necessariamente injetiva;

(b) Mostre que qualquer imersao isométrica define uma isometria f: M — f(M);



(c) Sejam M um espago métrico, X um conjunto e f: X — M uma funcao injetiva. Mostre que a
erpressao

define uma imersdo isométrica

(d) Fizados a,uw € R", com ||u|| = 1, mostre que a aplicagio f : R — R™ dada por f(t) = a+tu € uma
imersao isométrica. (Considere uma métrica no espaco R™ induzido por uma norma qualquer).

(e) Seja R™ o espago vetorial formado pelas sequéncias x = (x1,22,...) com apenas um nimero
finito de termos x # 0. Defina em R*™ o produto itnerno < x,y >= Zj x;yj. Mostre que a
transformagdo linear T : R — R* dada por

T(z1,22,...) = (0,21, 22, ...)
€ uma 1mersao isométrica mas nao é uma isometria;

Exercicio 5 Mostre que o grifico de wma func¢ao continua f : M — N, entre espagos métricos, €
homeomorfo ao dominio de f. (Siga os passos abaizo)

(a) pondo G(f) = {(z, f(x)); € M} C M x N considere a fungio f(z) = (z, f(z));
(b) obtenha a inversa de f:
Como aplicagdo, mostre que R\ {0} é homeomorfo a hipérbole H = {(z,y) € R?; zy = 1}.
Exercicio 6 Sejam M, N espacos métricos e f,g: M — N duas fungoes.

(a) Se ambas sio continuas num ponto a € M e f(a) # g(a). Mostre que existe uma bola aberta B,
de centro a, tal que f(B)Ng(B) =0. Em particular, se x € B entio f(x) # g(x).

(b) Suponha que f e g sao continuas em M. Dado a € M suponha que toda bola de cetnro a
contenha um ponto x tal que f(x) = g(x). Mostre que f(a) = g(a). Usando este fato, mostre
que f,g: R — R sdo continuas e f(x) = g(x) para todo = racional, entio f = g.

Exercicio 7 Sejam X,Y espacos métricos e f 1 X — Y uma fun¢do continua. Dizemos que f é
compativel com uma relagao de equivaléncia ~ em X se a ~ b implica f(a) = f(b).

(a) Mostre que f € compativel com ~ se, e somente se, f é constante sobre cada classe de equivaléncia
determinada por ~;

(b) Se f é compativel com ~, entio existe tnica funcio f : X/ ~— Y tal que fo ¢ = f, sendo
¢: X — X/ ~ a aplicagdo quociente;

(¢c) Mostre que f é continua;
Exercicio 8 Sejam f,g: X — Y aplicagdes continuas dentre espagos métricos. Mostre que o conjunto
F={zeX; f(z)=g(x)}
€ fechado.

Exercicio 9 Suponha f: M — R uma fungao continua.

(a) Mostre que f(A) C f(A), para qualquer conjunto A C M;



(b) Se Z(f) denota o conjunto de zeros de f, entao Z(f) é fechado;

(c) Suponha f sobrejetiva e A é um subconjunto denso de M, mostre entio f(A) é um subconjunto
denso de R. Se g : R — R € outra fungdo continua e sobrejetiva. Mostre que se f(a) = g(a) para
todo a € A, entdo f = g;

(d) Suponha M =R que f(r) =0, para todo r € Q. Mostre que f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 10 Sejam E, F espacos normados ¢ T : E — F linear. Mostre que se T é descontinua em
um ponto, entido € descontinua em todos o pontos.

Exercicio 11 Considere M um espago métrico e X C M um subconjunto. Defina a funcao Ex : M —
R pondo

1, r € X,
Ex(z) = { 0,2 ¢ X.

Mostre que o conjunto de descontinuidades de Ex € a fronteira de X.
Exercicio 12 Seja f: M — R uma fun¢ao continua e A ={x € M; f(x) > 0}.
(a) Mostre que A é aberto em M.

(b) Mostre que se x € A, entao f(x) = 0.



