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Exercicio 1 Suponha f: M — R uma fun¢ao continua.

(a) Mostre que f(A) C f(A), para qualquer conjunto A C M;
(b) Se Z(f) denota o conjunto de zeros de f, entao Z(f) é fechado;

(¢) Suponha f sobrejetiva e A é um subconjunto denso de M, mostre entao f(A) é um subconjunto
denso de R. Se g : R — R ¢é outra fun¢ao continua e sobrejetiva. Mostre que se f(a) = g(a) para
todo a € A, entdo f =g;

(d) Suponha M =R que f(r) =0, para todo r € Q. Mostre que f(x) =0, para todo x € R;

Exercicio 2 Sejam E, F espag¢os normados e T : E — F linear. Mostre que se T € descontinua em
um ponto, entdo é descontinua em todos o pontos.

Exercicio 3 Considere M um espago métrico e X C M um subconjunto. Defina o funcdo&x : M — R
pondo

1, z € X,
Ex(a) = { 0,2 ¢ X.

Mostre que o conjunto de descontinuidades de Ex € a fronteira de X.
Exercicio 4 Seja f: M — R uma fungdo continua e A = {x € M; f(x) > 0}.
(a) Mostre que A é aberto em M.

(b) Mostre que se x € DA, entao f(x) = 0.

Exercicio 5 Uma transformacao linear entre espacos normados N1 e Na é uma funcao T : N1 — No
tal que
T(an+ &) = aT(n) + T(£), Yo € K,Vn,zi € M.

(a) Mostre que sao equivalentes:

T ¢ continuo.

T ¢ continuo em 0.

FEziste C > 0 tal que ||Tnll2 < C|n|l1, para todo n € Ny

supjpy <1 17nll2 < oo

(b) Mostre que se dimN7 < 0o, entdo toda transformacdo linear T : N1 — N3y € continua.



(c) Mostre que T': C[0,1] — C0,1] dado por

€ continuo

(d) Seja D C C[0,1] o subespago do polinémios p : [0,1] — R. Mostre que o T : D — C0,1] dado
por Tp = p' nao é continuo.

Exercicio 6 Considere f, : [0,1] = R, fu(z) = n?z(1 — 22)*. Mostre que

1 1
/ lim fp(z)dx # lim fn(x)d.
0 n—oo n—o0 0

Exercicio 7 Mostre que uma sequéncia de fungoes fr, - M — N € uniformemente convergente se, e
somente se, para todo € > 0 existe ng € N tal que

n,m > ny = dN(fn(x)7fm(x)) <€, Vre M.
Exercicio 8 Seja f, : M — R uma sequéncia de funcées tal que existe M, € R satisfazendo

sup fn(x) < M, e ZM” < 00.
zeM neN

Mostre que ZneN fn € uniformemente convergente.



