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Prova 1

Exercicio 1 (10 pontos) Mostre que

b
atr9)= [ 170 - g0l
¢ uma métrica no espago das fungoes continuas f : [a,b] — R.
Exercicio 2 (20 pontos) Seja M um espago métrico.
(a) Mostre que a bola aberta é um conjunto aberto em M.
(b) Mostre que a interse¢io qualquer de fechados é ainda um fechado.
(¢) Ezxiba um exemplo em R de uma unigo infinita de fechados que ndao é um fechado.
(d) Mostre que todo compacto é limitado e fechado.

Exercicio 3 (30 pontos) Sejam dy e dy duas métricas equivalentes em M, isto é, existem a,b > 0
tais que
ada(z,y) < di(x,y) < bda(x,y), Va,y € M.

Mostre que:

(a) uma sequéncia {x,}ne N em M é convergente com respeito a dy se, e somente se, é convergente
com respeito a do.

(b) uma sequéncia {xp}tne v em M é de Cauchy com respeito a di se, e somente se, é de Cauchy
com respeito a do.

(¢c) My = (M,dy) é completo se, e somente se, My = (M, dy) é completo.

Exercicio 4 (20 pontos) Considere o espago € ([a,b]) das fungdes continuas f : [a,b] — R munido
da métrica.

d(f,g) = sup |f(z)— g(x)|.

z€[a,b]
Mostre que o conjunto A = {f € €([a,b]); f(a) = f(b)} é fechado.
Exercicio 5 (20 pontos) Utilizando a teoria de espagos métricos, exiba uma estratégia para a prova
do sequinte resultado:
0
Suponha f: U C RXxR — R wma funcdo continua tal que —f exrista e seja continua em U. Nestas

0y

condigoes, dado qualquer ponto (to,yo) € U, existe uma unica solug¢io do P.V.IL.

y = f(x.y),
{ y(x0) = v, (1)

definida num intervalo aberto (zg — o, xg + ), para um certo a = a(xg,zy0) > 0.



