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REGRAS DO JOGO

APRESENTACAO DO CURSO

Ementa:

Espacos métricos. Topologia dos espacos métricos: conjuntos abertos, fechados, compactos e
conexos. Fungdes Continuas. Espacos métricos conexos: conexidade, conexidade por
caminhos, conexidade como invariante topolégico. Limites de sequéncias, sequéncias de
Cauchy e espacos métricos completos. Completamento de espacos métricos. Aplicacdes.
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Espaco métricos

METRICA

DEFINICAO

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma funcdod : M x M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.
(D2) d
(D3) d
(D4) d

x,y) =0 <= x=y.

d(y, x) para todo x,y € M. (Simetria)

=~

y)
Xy) =
x,y) <d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M. (Desigualdade Triangular)
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spaco métricos

METRICA

DEFINICAO

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma funcdod : M x M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D2) d(x,y) =0 <= x=1y.

(D3) d(x,y) = d(y, x) para todo x,y € M. (Simetria)

(D4) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) para todo x,y,z € M. (Desigualdade Triangular)

@ Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espagco Métrico e por vezes
denotamos (M, d).

@ Se consideramos num conjunto M duas métricas, digamos d; e d», entdo teremos dois
espagos métricos My = (M, di) e My = (M, d>).

@ Se (M,d) é um espago métrico e X C M é um subconjunto, entdo podemos considerar o
espaco métrico (X, d), sendo d a restri¢do de d ao conjunto X x X. (Dizemos que d € a
métrica induzida por d).
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Espaco métricos

METRICA DISCRETA

METRICA 0 — 1

Num conjunto M # () temos a métrica

0, x=y,
awn={ 1122
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Espaco métricos

UM IMPORTANTE EXEMPLO: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco (K = C, R) vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as

seguintes propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx
(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V. )
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UM IMPORTANTE EXEMPLO: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco (K = C, R) vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as

seguintes propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx

(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V. |
@ Opar (V, ] -||) é dito ser um espagco normado.
@ Se (V,| - ||) é um espago normado e W é um subespago vetorial de V, entéo temos o
espago normado (W, || - ||w), sendo || - ||w a restricdo de || - || sobre W.
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Espaco métricos

UM IMPORTANTE EXEMPLO: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco (K = C, R) vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as

seguintes propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx
(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V. )

|) é dito ser um espago normado.

® O par (V7 ” :
@ Se (V,| - ||) é um espago normado e W é um subespago vetorial de V, entéo temos o
espago normado (W, || - ||w), sendo || - ||w a restricdo de || - || sobre W.

PROPOSICAO
Num espago normado (V, || - ||) tem-se a métrica (induzida):

d(x,y) = |lx =yl
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¢o métricos

O ESPACO EUCLIDIANO

@ Considere R" com sua estrutura natural de espago vetorial real e assuma fixada a base
candnica. Dado x € R", escrevax = (x1,...,%,).

@ Em R” temos as seguintes normas:

1/2
n n
2
Il = {359 ) e =321 e ol = g sl
J= J=
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Espaco métricos

ESPACOS DE FUNCOES

@ Sejam X um conjunto arbitrario e f : X — R uma fun¢@o. Dizemos que f € limitada se
existe K > 0 tal que
If(x)] <K, Vx € X.

@ O conjunto das fungdes limitadas de X em R serd denotado por Z(X; R).
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ESPACOS DE FUNCOES

@ Sejam X um conjunto arbitrario e f : X — R uma fun¢@o. Dizemos que f € limitada se

existe K > 0 tal que
If(x)] <K, Vx € X.

@ O conjunto das fungdes limitadas de X em R serd denotado por Z(X; R).

Uma norma em A(X; R)
A fungdo || - || : (X;R) — R definida por

If1l = sup ()

define uma norma em % (X; R), chamada de norma da convergéncia uniforme.

Uma norma em % (I; R")

Sejam I C R intervalo compacto e € (I; R") o espago das fungdes continuas f : I — R". Entéo
temos a norma

Il = sup [If (Ol = max £ )l

= = = = = ET
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Espaco métricos

ESPACOS DE SEQUENCIAS LIMITADAS

@ Considere o conjunto X de todas as sequéncias de nimeros complexos limitadas, isto €,
X={x=(x1,...,%,...); |x] < Cy, paraalgum C; > 0}.
@ Temos entdo o espago métrico £>° = (X, d), sendo

d(x,y) = sup |x; — yjl.
JjeEN
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Espaco métricos

ESPACOS DE SEQUENCIAS

@ Considere o conjunto s de todas as sequéncias de niimeros complexos
S={x=(x1,...,%,...);x; € C}.

@ Temos entdo o espago métrico s = (X, d), sendo

1 -l
d(x,y) = su _ W
(x,y) I@gz 214 |x —yjl
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Espaco métricos

ESPACOS /P

DEFINICAO
Dado p > 1, denotamos por £ o espaco das sequencias de nimeros complexos x = (x;) tais

oo

E %] < .

Jj=1

Em ¢’ temos a métrica ]

oo r
d(x,y) = (D —wl
=1

que

@ dado p > 1, seu expoente conjugado € o nimero ¢ solucdo de
1 1
4+ -=1
P 4q

@ em particular, se «, 8 sdo nimeros ndo negativos vale
aﬂ q

af < — + ~

p q
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Desigualdades importantes

DESIGUALDADE DE HOLDER
Dados x € # ey € £7, sendo p, g expoentes conjugados, vale a desigualdade

1

S o P 0o
Sl < [ Dl > il
j=1 j=1 Jj=1
4
DESIGUALDADE DE MINKOWSKI
Dados x,y € ¢, p > 1, vale a desigualdade
1 1 1
oo P oo P oo
Syl | < Dol > il
j=1 Jj=1 Jj=1
v
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