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Fungdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para

todo € > 0 existe § = d(e,p) > 0 tal que
dv(f(x),f(p)) <€, Vx € M tal que dy(x,p) <.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.
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Funcdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para
todo € > 0 existe § = d(e,p) > 0 tal que

dv(f(x),f(p)) <€, Vx € M tal que dy(x,p) <.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.

OBSERVACAO

Note que f é continua em p se, e somente se, para todo € > 0 existe § = d(e, p) > 0 tal que
x € Bu(p,0) = f(x) € Bn(f(p),€)

ou equivalentemente, f(By (p,d)) C Bn(f(p), €).
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Funcdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para
todo € > 0 existe § = d(e,p) > 0 tal que

dv(f(x),f(p)) <€, Vx € M tal que dy(x,p) <.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.

OBSERVACAO

Note que f é continua em p se, e somente se, para todo € > 0 existe § = d(e, p) > 0 tal que

x € Bu(p,0) = f(x) € Bn(f(p), €)
ou equivalentemente, f(By (p,d)) C Bn(f(p), €).

PROPOSICAO 1

Temos f continua em M se, e somente se, para todo aberto ¥ C N, tivermos que ' (¥) aberto
em M.

.
= md = = Tyt
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Funcdes continuas

EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que

dy(f(x),f(y)) < cdu(x,y), Vx,y € M.
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EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que

dy(f(x),f(y)) < cdu(x,y), Vx,y € M.

@ Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que
dn(f(x),f () < edu(x,y), Vx,y € M.

@ Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.

@ Toda fung¢do Lipschitziana € continua.
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EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que
dn(f(x),f () < edu(x,y), Vx,y € M.

@ Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.
@ Toda funcdo Lipschitziana é continua.

@ Note que o ¢ ndo depende do ponto!
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EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que
dn(f(x),f () < edu(x,y), Vx,y € M.

@ Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.
@ Toda funcdo Lipschitziana é continua.
@ Note que o ¢ ndo depende do ponto!

@ Toda contragdo ¢ uma fungéo Lipschitziana.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que
dn(f(x),f () < edu(x,y), Vx,y € M.
Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.

Toda fungdo Lipschitziana é continua.

(]

o

@ Note que o ¢ ndo depende do ponto!

@ Toda contragdo ¢ uma fungéo Lipschitziana.
o

A fungdo f : R — R, dada por f(x) = x" é Lipschitziana em todo intervalo limitado.
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Fungdes continuas

EXEMPLOS: FUNCOES LIPSCHITZIANAS

DEFINICAO

Uma funcdo f : M — N é dita Lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que

dy(f(x),f(y)) < cdu(x,y), Vx,y € M.

Dizemos que ¢ é uma constante de Lipschitz.
Toda fung¢do Lipschitziana é continua.
Note que o0 § ndo depende do ponto!

Toda contrag¢@o é uma fungéo Lipschitziana.

A fungdo f : R — R, dada por f(x) = x" é Lipschitziana em todo intervalo limitado.

Toda isometria é uma func¢do Lipschitziana.
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Fungdes continuas

EXEMPLOS: ESPACOS DISCRETOS

@ Note que se a € M é um ponto isolado, entdo toda funcdo f : M — N é continua em a.
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Fungdes continuas

EXEMPLOS: ESPACOS DISCRETOS

@ Note que se a € M é um ponto isolado, entdo toda funcdo f : M — N é continua em a.

@ Se M é discreto, entdo toda fungdo f : M — N € continua.
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EXEMPLOS: ESPACOS DISCRETOS

@ Note que se a € M é um ponto isolado, entdo toda funcdo f : M — N é continua em a.

@ Se M é discreto, entdo toda fungdo f : M — N € continua.

@ Se N é discreto, entdo f : M — N é continua se, e somente se, cada ponto de a € centro
de uma bola na qual f € constante.
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Funcdes continuas

DESCONTINUIDADE

IMPORTANTE
Um fungdo f : M — N € descontinua num ponto a € M se, e somente se, existe um € > 0
satisfazendo o seguinte: dado qualquer § > 0, existe xs > 0 tal que

du(x,0) < 0 e dy(f(xs),f(a)) > €
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Funcdes continuas

DESCONTINUIDADE

IMPORTANTE
Um fungdo f : M — N € descontinua num ponto a € M se, e somente se, existe um € > 0
satisfazendo o seguinte: dado qualquer § > 0, existe xs > 0 tal que

du(x,0) < 0 e dy(f(xs),f(a)) > €

EXEMPLO
A funcdo f : R — R dada por

¢é descontinua em todos os pontos.
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Funcdes continuas

DESCONTINUIDADE

IMPORTANTE

Um fungdo f : M — N € descontinua num ponto a € M se, e somente se, existe um € > 0
satisfazendo o seguinte: dado qualquer § > 0, existe xs > 0 tal que

du(x,0) < 0 e dy(f(xs),f(a)) > €

EXEMPLO
A funcdo f : R — R dada por

¢é descontinua em todos os pontos.

TEOREMA

Uma funcdo f : M — N € continua em a se, e somente se, vale a seguinte propriedade: para
toda sequéncia {x, }niny C M tal que x, — a, temos f(x,) — f(a).
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Propriedades

COMPOSICAO

TEOREMA

A composta de fungdes continuas é continua.

OBSERVACAO
A aplicagdo i : X — M, com X C M, é continua.
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Propriedades

COMPOSICAO

TEOREMA

A composta de fungdes continuas é continua.

OBSERVACAO
A aplicagdo i : X — M, com X C M, é continua.

COROLARIO

A restricdo de uma fungdo continua f : M — N a um subconjunto X C M é uma fungdo
continua fx : X — N.
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Propriedades

COMPOSICAO

TEOREMA

A composta de fungdes continuas é continua.

OBSERVACAO

A aplicagdo i : X — M, com X C M, é continua.

COROLARIO

A restricdo de uma fungdo continua f : M — N a um subconjunto X C M é uma fungdo
continua fx : X — N.

OBSERVACAO

Naio vale a volta! De fato, o exemplo acima temos que fp € continua!
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Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

@ Consideremos num produto M X N a métrica

d((a,b), (c,d)) = max{du(a,c),dn(b,d)}
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Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

@ Consideremos num produto M X N a métrica

d((a,b), (c,d)) = max{du(a,c),dn(b,d)}

OBSERVACAO
Um fungdo f : M x N — W é continuaem p = (a,b) € M X N se e somente se, para todo
€ > 0 existe 6 > 0 tal que

dM(x,a) <de dN(y,b) <6 = dW(f(xzy)vf(aab)) <e€.
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Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

@ Consideremos num produto M X N a métrica

d((a,b), (c,d)) = max{du(a,c),dn(b,d)}

OBSERVACAO

Um fungdo f : M x N — W é continuaem p = (a,b) € M X N se e somente se, para todo
€ > 0 existe 6 > 0 tal que

dM(x,a) <de dN(y,b) <6 = dW(f(xzy)vf(aab)) <e€.

EXEMPLO
A funcdo f : R?> — R dada por

Xy 2 2
0
f(x,y): x2+y27x +y 7£ )
0,x=y=0

é descontinua em (0, 0) apesar de ser continua em cada varidvel.

] =y - = = rawonr
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Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

OBSERVACAO
@ Note que as projecdesp1 : M X N -+ Mep, : M x N — N, dadas por

pi(x,y) =x e pa(x,y) =y

sdo continuas
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Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

OBSERVACAO
@ Note que as projecdesp1 : M X N -+ Mep, : M x N — N, dadas por

pi(x,y) =x e pa(x,y) =y

sdo continuas

@ Dada uma fungdo f : M — N; X N, existem duas fungdes fi : M = Niefr: M — N,
tais que

f(x) = (fi(x),/2(x)), Vx € M.

Avila (UFPR) CMM 242 S1 - 2025 8/8



Propriedades

SOBRE PRODUTOS CARTESIANOS

OBSERVACAO
@ Note que as projecdesp1 : M X N -+ Mep, : M x N — N, dadas por

pi(x,y) =x e pa(x,y) =y
sdo continuas

@ Dada uma fungdo f : M — N; X N, existem duas fungdes fi : M = Niefr: M — N,
tais que

f(x) = (fi(x),/2(x)), Vx € M.

PROPOSICAO

Uma funcio f : M — N; X N, é continua se, e somente se, s3o continuas as fungdes
fi:M—Niefr: M — N>.
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