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Fungdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para

todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que
dnv(f(x),f(p)) < €, Vx € M tal que du(x,p) < 4.

Em particular, f ¢ dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.
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Fungdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para
todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que

dnv(f(x),f(p)) < €, Vx € M tal que du(x,p) < 4.

Em particular, f ¢ dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.

PROPOSICAO 1
Sejaf : M — N uma fun¢do. Entdo, f é:
(a) continua em M se, e somente se, para todo aberto ¥ C N, f~'(Y) aberto em M.
(b) descontinua num ponto a € M se, e somente se, existe um € > 0 satisfazendo o seguinte:
dado qualquer 6 > 0, existe x5 > 0 tal que
du(x,0) < 0 e dy(f(xs),f(a)) > €

(c) continua em a se, e somente se, para toda sequéncia {x, }niny C M tal que x, — a, temos

O R) )

= . = vyt
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Funcdes continuas

HOMEOMORFISMO

DEFINICAO

Um homeomorfismo entre os espagos métricos M e N é uma fungdo f : M — N tal que
@ f ¢ continua.
@ f ¢ bijetiva.
@ f~!': N — M é continua.

Neste caso, dizemos que M e N sdo homeomorfos e escrevemos M ~ N.
v
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Funcdes continuas

HOMEOMORFISMO

DEFINICAO

Um homeomorfismo entre os espagos métricos M e N é uma fungdo f : M — N tal que
@ f ¢ continua.
@ f ¢ bijetiva.
@ f~!': N — M é continua.

Neste caso, dizemos que M e N sdo homeomorfos e escrevemos M ~ N.

OBSERVACAO
Note que a relacdo M ~ N define uma relag@o de equivaléncia no conjunto de todos os espacos
métricos. )
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continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Se M ~ N e N € discreto, entdo M também o é.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Se M ~ N e N € discreto, entdo M também o é.

OBSERVACAO

Note que os espagos Ne P = {1,1/2,...,1/n,...}, vistos com a métrica induzida de R sdo
homeomorfos, porém P ¢ limitado e N ndo.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Se M ~ N e N € discreto, entdo M também o é.

OBSERVACAO

Note que os espagos Ne P = {1,1/2,...,1/n,...}, vistos com a métrica induzida de R sdo
homeomorfos, porém P ¢ limitado e N ndo.

DEFINICAO

Propriedades preservadas por homeomorfismos séo chamadas de propriedades topologicas.
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EXEMPLOS

EXEMPLO 2

Todas as bolas abertas num espago normado E sdo homeomorfas.
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Fungdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 2
Todas as bolas abertas num espago normado E sdo homeomorfas. J

@ Fixadosa € Ee X\ € R\ {0}, considere os homeomorfismos #, : E — Eemy : E— E
dados por
ta(x) =a+x e my(x) = Ax.

@ Entio, basta utilizar ¢ =1, 0 Mg/r O t—q.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 2
Todas as bolas abertas num espago normado E sdo homeomorfas.

@ Fixadosa € Ee X\ € R\ {0}, considere os homeomorfismos #, : E — Eemy : E— E

dados por
ta(x) = a+x e my(x) = Ax.

@ Entio, basta utilizar ¢ =1, 0 Mg/r O t—q.

OBSERVACAO

Num espago métrico qualquer esse resultado pode ndo ser vélido!
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 2
Todas as bolas abertas num espago normado E sdo homeomorfas. J

@ Fixadosa € Ee X\ € R\ {0}, considere os homeomorfismos #, : E — Eemy : E— E

dados por
ta(x) = a+x e my(x) = Ax.

@ Entio, basta utilizar ¢ =1, 0 Mg/r O t—q.

OBSERVACAO

Num espago métrico qualquer esse resultado pode ndo ser vélido!

EXEMPLO 3

Ainda num espaco normado E, temos que B(0, 1) e E sdo homeomorfos. De fato, bas

considerar f : E — B(0, 1) pondo
x

T0) = o
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 4

A projegdo estereogrificaw : S"\ {p = (0, ...

,0,1)} — R”" é um homeomorfismo.
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Funcdes continuas

EXEMPLOS

EXEMPLO 4
A projegio estereogrificaw : S" \ {p = (0,...,0,1)} — R" € um homeomorfismo.

EXEMPLO §
O grafico de uma funcao continua f : M — N € homeomorfo a M.
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Invariantes topolégicos

TOPOLOGIA E CONTINUIDADE

TEOREMA

Sejaf : M — N uma funcio continua.
(a) Se K C M é compacto, entdo f(K) é compacto.
(b) Se X C M é conexo, entdo f(X) é conexo.

(c) Sef éum homeomorfismo, entéio f(A) é aberto, seja qual for o aberto A C M.

(d) Sef é um homeomorfismo, entdo f(S) é fechado, seja qual for o fechado S C M.
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Invariantes topolégicos

OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO

Uma transformagdo linear entre espagos normados N e N> é uma fungdo T : N7 — N, tal que

T(an+€) = aT(n) + T(€), Va € K, ¥n,xi € A,
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Invariantes topolégicos

OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO
Uma transformagdo linear entre espagos normados N e N> é uma fungdo T : N7 — N, tal que

T(an+¢&) = aT(n) + T(§), Yo € K, Vn,xi € N1.

EXEMPLO 1
Se dimN < oo, entdo toda transformagdo linear T : A — N, € continua.
W
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Invariantes topolégicos

OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO
Uma transformagdo linear entre espagos normados N e N> é uma fungdo T : N7 — N, tal que

T(an+€) = aT(n) + T(€), Va € K, ¥n,xi € A,

EXEMPLO 1
Se dimN < oo, entdo toda transformagdo linear T : A — N, € continua.

EXEMPLO 2
Em CJ0, 1] temos o operador continuo 7 : C[0, 1] — CJ0, 1] dado por

Ta(t) = /0 ' (s)ds.
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Invariantes topolégicos

OPERADORES LINEARES LIMITADOS

DEFINICAO

Uma transformagdo linear entre espagos normados N e N> é uma fungdo T : N7 — N, tal que

T(an+€) = aT(n) + T(€), Va € K, ¥n,xi € A,

EXEMPLO 1

Se dimN < oo, entdo toda transformagdo linear T : A — N, € continua.

EXEMPLO 2
Em CJ0, 1] temos o operador continuo 7 : C[0, 1] — CJ0, 1] dado por

Ta(t) = /0 ' (s)ds.

EXEMPLO 3

Seja D C CJ0, 1] o subespago do polindmios p : [0, 1] — R. Entdo, o operador linear
T : D — CJ0, 1] dado por Tp = p’ ndo é continuo.

= . - = = AN
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Invariantes topolégicos

OPERADORES LINEARES LIMITADOS

TEOREMA
Sdo equivalentes:
(a) T é continuo.
(b) T € continuo em 0.
(c) Existe C > 0 tal que ||Tn||> < C||n||i, para todo n € N,
(@) supy, < [[Tll2 < o0
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