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Sequéncias de Funcoes

CONVERGENCIA PONTUAL

DEFINICAO: CONVERGENCIA PONTUAL
Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma fun¢@o. Dizemos que uma sequéncia de
fungdes f, : M — N converge pontualmente para f se, para cada x € M, tivermos

lim f,(x) = f(x),
n—oo
ou seja, dado x € M obtemos para cada € > 0 um ng = no(x, €) € N tal que

n > no = dv(fu(x),f(x)) <e.
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Sequéncias de Funcoes

CONVERGENCIA PONTUAL

DEFINICAO: CONVERGENCIA PONTUAL

Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma fun¢@o. Dizemos que uma sequéncia de
fungdes f, : M — N converge pontualmente para f se, para cada x € M, tivermos

lim f,(x) = f(x),
n—oo
ou seja, dado x € M obtemos para cada € > 0 um ng = no(x, €) € N tal que

n>ny = dy(fu(x),f(x)) <e.

EXEMPLO 1

A sequéncia f, : R — R dada por f,(x) = x/n converge pontualmente para a fungio nula em
qualquer conjunto limitado de R.

EXEMPLO 2

A sequéncia f; : [0, 1] — R dada por f,(x) = x” converge pontualmente para a fungéo f(x) = 0
parax € [0,1) e f(1) = L.

il = = — Ty
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Sequéncias de Fungoes

CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICAO: CONVERGENCIA UNIFORME

Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcio. Dizemos que uma sequéncia de
fungdes f, : M — N converge uniformemente para f quando para todo € > 0 existir
no = no(e) € N tal que

n > ng = dy(fn(x),f(x)) <€, Vx € M.
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Sequéncias de Fungoes

CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICAO: CONVERGENCIA UNIFORME

Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcio. Dizemos que uma sequéncia de
fungdes f, : M — N converge uniformemente para f quando para todo € > 0 existir
no = no(e) € N tal que

n > ng = dy(fn(x),f(x)) <€, Vx € M.

OBSERVACAO
@ Convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual.
@ Note que se B(M, N) é o conjunto das fun¢des limitadas de M para N, entdo

d(f,g) = supd(f(x), g(x))

xeM

é uma métrica em (M, N). Em particular, a convergéncia de sequéncias em Z(M, N) é
justamente a convergéncia uniforme.
v
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de Fungoes

TEOREMA 1

Sejam M, N espagos métricos e f, : M — N uma sequéncia de fun¢des continuas em a € M.
Se f, converge uniformemente para f : M — N, entdo f € continua em a.
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Sequéncias de Funcoes

TEOREMA 1

Sejam M, N espagos métricos e f, : M — N uma sequéncia de fun¢des continuas em a € M.
Se f, converge uniformemente para f : M — N, entdo f € continua em a.

COROLARIO

Sejam M, N espagos métricos e f, : M — N uma sequéncia de fung¢des continuas. Se f,
converge uniformemente paraf : M — N, entdo f.
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as de Fungdes

TEOREMA 1

Sejam M, N espagos métricos e f, : M — N uma sequéncia de fun¢des continuas em a € M.
Se f, converge uniformemente para f : M — N, entdo f € continua em a.

COROLARIO

Sejam M, N espagos métricos e f, : M — N uma sequéncia de fung¢des continuas. Se f,
converge uniformemente paraf : M — N, entdo f.

TEOREMA 2
Se N é completo, entdo Z(M,N) também o é.
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de Fungoes

APLICACAO: SERIES

DEFINICAO
Sejam A um espago normado e {x, }sen C A um sequéncia. Denotaremos por enXn O
limite

n

Dizemos que ), - X» € absolutamente convergente se » . ||[x.|| converge.
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as de Fungdes

APLICACAO: SERIES

DEFINICAO

Sejam N um espago normado e {x, },en C N um sequéncia. Denotaremos por »_, - Xu 0

limite
n
lim E Xj.
n—oo )
=1

Dizemos que ), - X» € absolutamente convergente se » . ||[x.|| converge.

neN

TEOREMA

Se NV € um espago normado completo (Banach), entdo toda série absolutamente convergente é
convergente em N,
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APLICACAO: SERIES

DEFINICAO

Sejam N um espago normado e {x, },en C N um sequéncia. Denotaremos por »_, - Xu 0

limite
n
lim E Xj.
n—oo )
=1

Dizemos que ), - X» € absolutamente convergente se » . ||[x.|| converge.

neN

TEOREMA

Se NV € um espago normado completo (Banach), entdo toda série absolutamente convergente é
convergente em N,

OBSERVACAO

Se A ndo é um espago completo, entdo uma série absolutamente convergente pode ndo ser
convergente em N,
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Sequéncias de Funcoes

EXEMPLO

EXEMPLO

Considere A/ € um espago normado completo e T € Z(N) (op. lineares continuos) tal que

|IT||# < 1. Nestas condigdes:
@ > T"e BN).
o Yy T=(1-17)""
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