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ESPACO TOPOLOGICO

DEFINICAO
Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma cole¢do de subconjuntos 7 de X é uma
topologia se:

(a) Xerelber.

(b) A unio qualquer de elementos de 7 ainda é um elemento de 7.

(c) A intersecao de uma quantidade finita de elementos de 7 ainda é um elemento de 7.
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ESPACO TOPOLOGICO

DEFINICAO

Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma cole¢do de subconjuntos 7 de X é uma
topologia se:

(a) Xerelber.
(b) A unio qualquer de elementos de 7 ainda é um elemento de 7.

(c) A intersecao de uma quantidade finita de elementos de 7 ainda é um elemento de 7.

@ Neste caso, temos 0 espago topoldgico (X, 7).

@ Os elementos de 7 sdo chamados de abertos.
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CONVERGENCIA

DEFINICAO

Sejam (X, 7) um espago topolégico e {x, },cn uma sequéncia de pontos em X. Dizemos que x,
converge para p € X separa qualquer aberto U que contém p, existe N € N tal que

n>N=x,€U.

Neste caso, escrevemos x, — p, ou lim x, = p.
n— oo
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Sejam (X, 7) um espago topolégico e {x, },cn uma sequéncia de pontos em X. Dizemos que x,
converge para p € X separa qualquer aberto U que contém p, existe N € N tal que

n>N=x,€U.

Neste caso, escrevemos x, — p, ou lim x, = p.
n— oo

EXEMPLO
Considere X = {a,b,c,d} e 7 = {0, X, {a},{a,d}, {a,c,d}}. Entdo, para a sequéncia

constante x, = a, n € N, temos

limx,=ae limx,=b
n— oo n— 00
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AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO
Dizemos que um espaco topoldgico (X, 7) é Ty (ou Fréchet) se vale a seguinte propriedade:

@ Para qualquer x,y € X, com x # y, existem abertos u € U, e y € U, tais que

x¢ Uy ey¢U.
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AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO
Dizemos que um espaco topoldgico (X, 7) é Ty (ou Fréchet) se vale a seguinte propriedade:

@ Para qualquer x,y € X, com x # y, existem abertos u € U, ey € U, tais que

x¢ Uy ey¢U.

EXEMPLO

A topologia cofinita satisfaz 7.

PROPOSICAO
Um espago X é T} se, e somente se, {p} é fechado para qualquer p € X.
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AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO
Dizemos que um espaco topoldgico (X, 7) é T», ou mais usualmente Housdorff, se vale a

seguinte propriedade:
@ Para qualquer x,y € X, com x # y, existem abertos u € U, e y € U, tais que

U:NUy, = 0.
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AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO

Dizemos que um espaco topoldgico (X, 7) é T», ou mais usualmente Housdorff, se vale a
seguinte propriedade:

@ Para qualquer x,y € X, com x # y, existem abertos u € U, e y € U, tais que

U.Nu, = 0.
@ T, implica T.
EXEMPLO
A topologia métrica é Hausdorff. J
PROPOSICAO
Sequéncias convergentes em espagos Hausdorff tem tinico limite. J
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BASE

DEFINICAO
Sejam X um conjunto e % uma colecdo de subconjuntos de X satisfazendo a seguintes
propriedades:

(i) Paracadax € X, existe B € A talquex € B.

(i) Se x € By N By, com By, B, € A, entdo existe By € % tal que x € B3 C B N Bs.
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BASE

DEFINICAO
Sejam X um conjunto e % uma colecdo de subconjuntos de X satisfazendo a seguintes
propriedades:

(i) Paracadax € X, existe B € A talquex € B.

(i) Se x € By N By, com By, B, € A, entdo existe By € % tal que x € B3 C B N Bs.

Considere entdo a colecéio 7 de subconjuntos de X definidas da seguinte forma:

7 = {U C X, tal que Vx € U, 3B € 4, satisfazendo x € B C U}.
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BASE

DEFINICAO

Sejam X um conjunto e % uma colecdo de subconjuntos de X satisfazendo a seguintes
propriedades:

(i) Paracadax € X, existe B € A talquex € B.
(i) Se x € By N By, com By, B, € A, entdo existe By € % tal que x € B3 C B N Bs.

Considere entdo a colecéio 7 de subconjuntos de X definidas da seguinte forma:

7 = {U C X, tal que Vx € U, 3B € 4, satisfazendo x € B C U}.

TEOREMA

A cole¢do T4 define uma topologia em X.

Avila (UFPR) CMM 242 S1-2025 6/10




ALGUNS NOMES E EXEMPLOS

OBSERVACAO
@ Temos X C 7.
@ Dizemos que T4 € a topologia gerada por A.
@ A colecido % é chamada de base da topologia Tgz.

@ Dizemos que B € % é um elemento da base Z.
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@ Temos X C 7.
@ Dizemos que T4 € a topologia gerada por A.
@ A colecido % é chamada de base da topologia Tgz.

@ Dizemos que B € % é um elemento da base Z.

EXEMPLO 1

Num espago métrico, a colecdo de todas as bolas abertas define uma base para a topologia
métrica. 4
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ALGUNS NOMES E EXEMPLOS

OBSERVACAO
@ Temos X C 7.
@ Dizemos que T4 € a topologia gerada por A.
@ A colecido % é chamada de base da topologia Tgz.

@ Dizemos que B € % é um elemento da base Z.

EXEMPLO 1

Num espago métrico, a colecdo de todas as bolas abertas define uma base para a topologia
métrica.

EXEMPLO 2

Se em X considerarmos a topologia discreta, entdo a cole¢do de todos os conjuntos unitarios
formam uma base topoldgica.
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BASE LOCAL

DEFINICAO
Sejam (X, 7) um espago topolégico e p € X um ponto. Uma cole¢do %, se diz uma base local
em p se:

(i) p € B, paratodo B € A.

(i) Sep € A,com A € T, entdo existe B € H talque p € B C A.
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BASE LOCAL

DEFINICAO
Sejam (X, 7) um espago topolégico e p € X um ponto. Uma cole¢do %, se diz uma base local
em p se:

(i) p € B, paratodo B € A.

(i) Sep € A,com A € T, entdo existe B € H talque p € B C A.

EXEMPLOS
@ A colecido de todos abertos de X que contém p € uma base local em p.

@ Num espaco métrico, temos %, = {B(p,1/n), n € N}.
v
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MAIS AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO

@ Dizemos que um espago topoldgico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade se
cada ponto possui uma base local enumeravel.
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MAIS AXIOMAS DE SEPARACAO

DEFINICAO
@ Dizemos que um espago topoldgico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade se
cada ponto possui uma base local enumeravel.

@ Dizemos que um espago topoldgico satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade se
existe uma base enumeravel.

@ Um espaco X no qual conjuntos unitdrios sdo fechados é dito regular se para cada x € X
e cada conjunto fechado F, com x ¢ F, existem abertos disjuntos contendo x ¢ F. (Em
particular, espaco regular ¢ Hausdorff.)

@ Um espago X no qual conjuntos unitdrios sdo fechados é dito normal se todo par de
conjuntos fechados estiver contido em abertos disjuntos.
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TEOREMA DE URYSOHN

TEOREMA J

Todo espago regular que satisfaz o segundo axioma de separacdo é metrizdvel.
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