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MÉTRICA

DEFINIÇÃO

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distância) em M é uma função d : M × M → R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ M.

(D2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(D3) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ M. (Simetria)

(D4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈ M. (Desigualdade Triangular)

Neste caso, dizemos que M = (M, d) é um espaço métrico.
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BOLAS

DEFINIÇÃO

Sejam M um espaço métrico, x0 ∈ M um ponto e r > 0.

Br(x0) = B(x0, r) = {x ∈ M; d(x, x0) < r} (Bola aberta)

Br[x0] = B[x0, r] = {x ∈ M; d(x, x0) ≤ r} (Bola fechada)

Sr(x0) = S[x0, r] = {x ∈ M; d(x, x0) = r} (Esfera)
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CONJUNTOS ABERTOS

TEOREMA

Sejam M um espaço métrico, A ⊂ M um subconjunto e p ∈ M um ponto.

(a) Dizemos que p é um ponto interior de A se existe r > 0 tal que Br(p) ⊂ A. O conjunto
dos pontos interiores de A será denotado por int(A).

(b) Dizemos que A é um conjunto aberto se A = int(A).

OBSERVAÇÕES

(a) int(A) ⊂ A.

(b) Um conjunto é aberto se, e somente se, todos seus pontos são interiores, ou seja, se para
cada a ∈ A existe ra > 0 tal que Bra(a) ⊂ A.

(c) ∅ é aberto.

(d) M é aberto.

(e) A bola aberta é um conjunto aberto.
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TOPOLOGIA MÉTRICA

TEOREMA

Sejam M um espaço métrico e Γ a coleção de todos os conjuntos abertos de M. Então:

(a) M ∈ Γ e ∅ ∈ Γ.

(b) Uma união qualquer de elementos de Γ ainda é um elemento de Γ.

(c) A interseção de uma quantidade finita de elementos de Γ ainda é um elemento de Γ.
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ESPAÇO TOPOLÓGICO

DEFINIÇÃO

Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma coleção de subconjuntos τ de X é uma
topologia se:

(a) X ∈ τ e ∅ ∈ τ .

(b) A união qualquer de elementos de τ ainda é um elemento de τ .

(c) A interseção de uma quantidade finita de elementos de τ ainda é um elemento de τ .

TEOREMA

Num espaço métrico a coleção de todos os abertos define uma topologia chamada topologia
métrica.

TEOREMA

Sejam M um espaço métrico e x, y ∈ M tais que x ̸= y. Então, existe r > 0 satisfazendo

Br(x) ∩ Br(y) = ∅.
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