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ADERENCIA E ACUMULACAO

DEFINICAO
Sejam M um espago métrico, p € M um ponto e A C M um conjunto.

(a) Dizemos que p € um ponto aderente de A se

Ve >0, B(p,e) NA # 0.

O conjunto dos pontos aderentes de A é chamado de fecho e denotado por A.
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CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO
Dizemos que um subconjunto F de um espago métrico M € fechado se seu complementar

FF=M\F={xeM;x¢F}

é aberto.
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DEFINICAO
Dizemos que um subconjunto F de um espago métrico M é fechado se seu complementar

FF=M\F={xeM;x¢F}

é aberto. )

OBSERVACOES

@ M e () sdo conjuntos fechados.

@ Existem conjuntos que ndo fechados e nem abertos.
.
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EXERCICIO

Quais sdo os subconjuntos de R que sdo ao mesmo tempo abertos e fechados? E em R"?
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CONJUNTOS FECHADOS

DEFINICAO

Dizemos que um subconjunto F de um espago métrico M é fechado se seu complementar
FF=M\F={xeM; x¢F}

é aberto.

OBSERVACOES
@ M e () sdo conjuntos fechados.

@ Existem conjuntos que ndo fechados e nem abertos.

EXERCICIO

Quais sdo os subconjuntos de R que sdo ao mesmo tempo abertos e fechados? E em R"?

PROPOSICAO

Um conjunto F & fechado se, e somente se, F = F.

v
= = = = Ty
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TEOREMA
Sejam M um espaco métrico e F a colecdo de todos os conjuntos fechados de M. Entéo:
(a) Me Febe F.
(b) Uma uniao de uma quantidade finita de elementos de F ainda é um elemento de F.

(c) A intersecao de uma quantidade qualquer de elementos de F ainda estd em F.

Avila (UFPR) CMM 242 S1-2025 4/10



TOPOLOGIA RELATIVA

DEFINICAO

Sejam M um espacos métrico e A C M um subconjunto qualquer.
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TOPOLOGIA RELATIVA

DEFINICAO
Sejam M um espacos métrico e A C M um subconjunto qualquer.

(a) Dizemos que um subconjunto X C A € um aberto de A se existe um aberto W de M tal
que
X=ANWw.
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TOPOLOGIA RELATIVA

DEFINICAO

Sejam M um espacos métrico e A C M um subconjunto qualquer.

(a) Dizemos que um subconjunto X C A € um aberto de A se existe um aberto W de M tal

que
X=ANW.

(b) Dizemos que um subconjunto X C A é um fechado de A se existe um fechado F' de M

tal que
X=ANF.

EXERCICIO

Denote por 7x o0 conjunto de todos os abertos relativos de X. Mostre que 7x define uma

topologia em X.

EXERCICIO

Mostre que o teorema do slide anterior continua vélido quando restringimos ao conjunto de

todos os fechados relativos de X.
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DENSIDADE

RELEMBRANDO:
@ Um conjunto X € dito enumerdvel se for finito, ou se existe uma bije¢do f : N — X.

@ Sio exemplos de conjuntos infinitos e enumeraveis: N, Z, Q.
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DENSIDADE

RELEMBRANDO:
@ Um conjunto X € dito enumerdvel se for finito, ou se existe uma bije¢do f : N — X.

@ Sio exemplos de conjuntos infinitos e enumeraveis: N, Z, Q.

DEFINICAO
Seja M um espaco métrico.
(a) Dizemos que um subconjunto A C M é densoem M se A = M.

(b) Dizemos que M é um espago métrico separdvel se possui um subconjunto denso e
enumeravel. y
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EXEMPLOS
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EXEMPLOS

TRIVIAIS
@ Osespacos R, R", C e C" sdo separdveis.
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Separabilidade

EXEMPLOS

TRIVIAIS
@ Osespacos R, R", C e C" sdo separdveis.

@ Um espaco métrico discreto € separdvel se, e somente se, ¢ enumeravel.

UM POUCO MAIS INTERESSANTES

@ Osespacos /7, com p > 1, sdo separdveis.
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Separabilidade

EXEMPLOS

TRIVIAIS
@ Osespacos R, R", C e C" sdo separdveis.

@ Um espaco métrico discreto € separdvel se, e somente se, ¢ enumeravel.

UM POUCO MAIS INTERESSANTES
@ Osespacos /7, com p > 1, sdo separdveis.

@ (*° nio é separdvel.
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Sequéncias

SEQUENCIAS CONVERGENTES
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Sequéncias

SEQUENCIAS CONVERGENTES

SEQUENCIA CONVERGENTE
Dizemos que uma sequéncia {x, }ncn é convergente num um espago métrico M se existe um
p € M satisfazendo a seguinte propriedade: para todo € > 0, existe um N € N tal que

x, € B(p,€), Vn > N.

@ Quando existe tal ponto p ele € unico.
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SEQUENCIA CONVERGENTE
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p € M satisfazendo a seguinte propriedade: para todo € > 0, existe um N € N tal que

x, € B(p,€), Vn > N.

@ Quando existe tal ponto p ele € unico.

@ Utilizamos as notagdes

lim x, =p e x, = p.

n—o00
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SEQUENCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequéncia {x, }ncn é convergente num um espago métrico M se existe um

p € M satisfazendo a seguinte propriedade: para todo € > 0, existe um N € N tal que

x, € B(p,€), Vn > N.

@ Quando existe tal ponto p ele € unico.
@ Utilizamos as notagdes
lim x, =p e x, = p.

n—o00

@ Note que x, — p se, e somente se, para todo € > 0, existe um N € N tal que

d(xn,p) <€, Yn>N.
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SEQUENCIAS CONVERGENTES

SEQUENCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequéncia {x, }ncn é convergente num um espago métrico M se existe um
p € M satisfazendo a seguinte propriedade: para todo € > 0, existe um N € N tal que

x, € B(p,€), Vn > N.

@ Quando existe tal ponto p ele € unico.

@ Utilizamos as notagdes
lim x, =p e x, = p.

n—o00

@ Note que x, — p se, e somente se, para todo € > 0, existe um N € N tal que

d(xn,p) <€, Yn>N.

@ Toda sequéncia convergente é limitada. (N2o vale a reciproca.)
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Sequéncias

SEQUENCIAS DE CAUCHY
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Sequéncias

SEQUENCIAS DE CAUCHY

SEQUENCIA DE CAUCHY
Dizemos que uma sequéncia {x, },en num espago métrico M é de Cauchy se: para todo € > 0,

existe um N € N tal que
d(Xn, xXm) < €, Yn,m > N.
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SEQUENCIA DE CAUCHY
Dizemos que uma sequéncia {x, },en num espago métrico M é de Cauchy se: para todo € > 0,

existe um N € N tal que
d(Xn, xXm) < €, Yn,m > N.

PROPOSICAO
(a) Toda sequéncia de Cauchy € limitada.
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Sequéncias

SEQUENCIAS DE CAUCHY

SEQUENCIA DE CAUCHY

Dizemos que uma sequéncia {x, },en num espago métrico M é de Cauchy se: para todo € > 0,

existe um N € N tal que
d(Xn, xXm) < €, Yn,m > N.

PROPOSICAO
(a) Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

(b) Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

IMPORTANTE

Em geral, ndo vale a reciproca do item (b).
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Completeza

ESPACO METRICO COMPLETO
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Completeza

ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO
Dizemos que um espago métrico (M, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy for

convergente.
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Completeza

ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO
Dizemos que um espago métrico (M, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy for
convergente.

ESPACO DE BANACH

Um espago normado (N, || - ||) é dito de Banack se for completo com respeito a métrica

d(x,y) = [lx = yl|.
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Um espago normado (N, || - ||) é dito de Banack se for completo com respeito a métrica
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ESPACO DE HILBERT
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ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO

Dizemos que um espago métrico (M, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy for
convergente.

ESPACO DE BANACH

Um espago normado (N, || - ||) é dito de Banack se for completo com respeito a métrica

d(x,y) = [lx = yl|.

ESPACO DE HILBERT

Um espago com produto interno (V, (-, -}) €é dito de Hilbert se for completo com respeito a
métrica

=

dx,y) = ((x —=y,x—))

EXEMPLOS
@ R,C,R" e C" sdo completos.

@ (7 é completo, 1 < p < oco.
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