CMM 242
Espacgos Métricos
ST -2025

Prof. Fernando de Avila Silva
Dep. de Matematica - UFPR

'S\ PPGME

“v ’ Pro%ama de Ps-Graduagdo
em Matemética

UFPR

DMAT - UFPR UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Fernando Avila (UFPR) CMM 242 S1 - 2025

1/5



Ponto fixo

PONTO FIXO DE BANACH

DEFINICAO
Uma contra¢do num espago métrico (M, d) é uma fungdo f : M — M para a qual existe
0 < a < 1 satistazendo

d(f(x),f(y)) < ad(x,y), Vx,y € M.
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Ponto fixo

PONTO FIXO DE BANACH

DEFINICAO

Uma contra¢do num espago métrico (M, d) é uma fungdo f : M — M para a qual existe
0 < a < 1 satistazendo

d(f(x),f(y)) < ad(x,y), Vx,y € M.

TEOREMA (PONTO FIXO DE BANACH PARA CONTRACOES)

Uma contragdo f num um espago métrico completo (M, d) possui um dinico ponto fixo, isto é,
existe um dnico X € M tal que f(%) = .
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Aplicacoes

APLICACAO: INVARIANCIA DA BOLA FECHADA

TEOREMA
Sejam M um espago métrico e f : M — M uma contra¢do com

d(f(x),f(y)) < ed(x,y), Vx,y €M,

para0 < a < 1.
Tome a € M e tome r > 0 tal que

d(a,f(a)) <r(1-a)

e defina B = Bla, r]. Nestas condi¢des, temos:

Avila (UFPR) CMM 242 S1 - 2025

3/5



APLICACAO: INVARIANCIA DA BOLA FECHADA

TEOREMA
Sejam M um espago métrico e f : M — M uma contra¢do com

d(f(x),f(y)) < ed(x,y), Vx,y €M,

para0 < a < 1.
Tome a € M e tome r > 0 tal que

d(a,f(a)) <r(1-a)

e defina B = Bla, r]. Nestas condi¢des, temos:
(a) f(B) C B (isso diz que B ¢ invariante por f).

(b) Se M é completo, entdo o ponto fixo de f estd em B.
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Aplicacoes

APLICACAO: PERTURBACAO DA IDENTIDADE

TEOREMA
Sejam E um espago de Banach, U C E um aberto e ¢ : U — E uma contragdo. Entdo, a
aplicagdo f : U — E dada por

() =x+p(x)
¢ um homeomorfismo sobre um conjunto aberto W de E, isto é, f : U — W é continua, bijetiva
e sua inversa também € continua.

@ A demonstragdo fica de exercicio.

Avila (UFPR) CMM 242 S1-2025 4/5




Aplicacoes

APLICACAO: EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

TEOREMA
. . of . . .
Suponha f : U C R x R — R uma funcio continua tal que By exista e seja continua em U.
Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (#o, o) € U, existe uma tnica solu¢do do P.V.I.
/
= 'x7 )
{ Y =1 0
¥(x0) = yo,

definida num intervalo aberto (xo — a, xo + &), para um certo & = a(xop,xy0) > 0.
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