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Fungdes continuas

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para

todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que
ldn(f (x),f(P))| < €, Vx € M tal que du(x,p) < 4.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.
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Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para
todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que

ldn(f (x),f(P))| < €, Vx € M tal que du(x,p) < 4.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.

OBSERVACAO

Note que f é continua em p se, e somente se, para todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que

x € Bu(p, ) = f(x) € Bn(f(p), €)
ou equivalentemente, f (By (p, 8)) C Bn(f(p), €).
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FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Uma funcdo f : M — N entre dois espagos métricos € dita continua num ponto p € M se, para
todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que

ldn(f (x),f(P))| < €, Vx € M tal que du(x,p) < 4.

Em particular, f é dita continua em M se for continua em todos os pontos de M.

OBSERVACAO

Note que f é continua em p se, e somente se, para todo € > 0 existe § = (e, p) > 0 tal que
X € Bu(p,8) = f(x) € Bu(f(p), €)

ou equivalentemente, f (By (p, 8)) C Bn(f(p), €).

PROPOSICAO 1

Temos f continua em p se, e somente se, para todo aberto Y C N, com f(p) € Y, tivermos que
F7(Y) aberto em M.

V.
= mid = = Tyt
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Funcdes continuas

OBSERVACAO

CONVEM LEMBRAR QUE
°f (U)\ELXA) = UAeLf(XA)'
° ACf(f(A)).
e f(f~'(B)) CB.
° f_] (UAeLXA) = UXELf_l(XA)'
°o ! (mAeLXA) = ﬂ)\ELfil(XA)'

DEFINICAO

Dois espagos métricos M, N sdo ditos homeomorfos se existe uma bije¢do continua
f M — N, com inversa também continua.
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Conexidade

CI1SAO

DEFINICAO

Uma cisdo de um espago métrico M é uma decomposicio M = A U B na qual:
@ ANB=1.
@ A, B sio abertos.
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Conexidade

CI1SAO

DEFINICAO
Uma cisdo de um espago métrico M é uma decomposicio M = A U B na qual:

@ ANB=0.
@ A, B sio abertos.

OBSERVACAO
Note que numa cisdo M = A U B, temos que A e B sdo simultaneamente abertos e fechados.

v
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Conexidade

CI1SAO

DEFINICAO
Uma cisdo de um espago métrico M é uma decomposicio M = A U B na qual:

@ ANB=0.
@ A, B sio abertos.

OBSERVACAO

Note que numa cisdo M = A U B, temos que A e B sdo simultaneamente abertos e fechados.

EXEMPLOS
@ SeM =R\ {0}, entdo A = (—00,0) e B = (0, +-00) formam uma cisdo de M.
@ Se M é discreto, entdo todo subconjunto A determina uma cisio M = AU (M \ A).

@ Fixando a € R um nidmero irracional, temos uma ciséo para Q:

A={xeQx<al e B={xeQ;x>a}
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Conexidade

MATRIZES INVERTIVEIS

O CONJUNTO GI(R")

Identificando M, (IR) ao conjunto R" obtemos que a funcdo determinante der : R” - Ré
continua, logo o conjunto GI(R") formado pelas matrizes invertiveis é um conjunto aberto. Em
GI(R") temos a cisdo

GI(R") = G UG,
sendo G,7, G, os conjuntos das matrizes de determinantes positivos e negativos,
respectivamente.
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Conexidade

CONJUNTOS CONEXOS

DEFINICAO

Uma cisio M = A U B € dita trivial quando tivermos A = (), ou B = (). Em particular, um
espaco métrico € dito conexo se a tincia cisdo possivel é justamente a trivial.
Além disso, um subconjunto X C M € dito conexo quando é conexo visto como subespaco

métrico.
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EXEMPLOS
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Conexidade

CONJUNTOS CONEXOS

DEFINICAO
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@ M =R\ {0} e Q sdo desconexos.

@ Um espago com um tnico ponto € conexo.
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Conexidade

CONJUNTOS CONEXOS

DEFINICAO

Uma cisio M = A U B € dita trivial quando tivermos A = (), ou B = (). Em particular, um
espaco métrico € dito conexo se a tincia cisdo possivel é justamente a trivial.

Além disso, um subconjunto X C M € dito conexo quando é conexo visto como subespaco
métrico.

EXEMPLOS
@ M =R\ {0} e Q sdo desconexos.
@ Um espago com um tnico ponto € conexo.
@ GI(R") é desconexo.

@ IR é conexo.
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Conexidade

CONTINUIDADE X CONEXIDADE

TEOREMA
Sejaf : M — N uma funcgdo continua e sobrejetiva. Se M € conexo, entdo N é conexo de N. J
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Conexidade

CONTINUIDADE X CONEXIDADE

TEOREMA
Sejaf : M — N uma funcgdo continua e sobrejetiva. Se M € conexo, entdo N é conexo de N.

)

COROLARIO 1
Imagem de conexo por fung¢do continua é conexo.

)
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Conexidade

CONTINUIDADE X CONEXIDADE

TEOREMA
Sejaf : M — N uma funcgdo continua e sobrejetiva. Se M € conexo, entdo N é conexo de N.

COROLARIO 1

Imagem de conexo por fung¢do continua é conexo.

COROLARIO 2
Se M é um conexo homeomorfo a N, entdo N é conexo.
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Conexidade

CONTINUIDADE X CONEXIDADE

TEOREMA

Sejaf : M — N uma funcgdo continua e sobrejetiva. Se M € conexo, entdo N é conexo de N.

COROLARIO 1

Imagem de conexo por fung¢do continua é conexo.

COROLARIO 2

Se M é um conexo homeomorfo a N, entdo N é conexo.

PROPOSICAO

O fecho de um conexo é conexo.Em particular, se X é conexo e X C Y C X, entdo Y é conexo.
v
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Conexidade

CONTINUIDADE X CONEXIDADE

TEOREMA

Sejaf : M — N uma funcgdo continua e sobrejetiva. Se M € conexo, entdo N é conexo de N.

COROLARIO 1

Imagem de conexo por fung¢do continua é conexo.

COROLARIO 2

Se M é um conexo homeomorfo a N, entdo N é conexo.

PROPOSICAO

O fecho de um conexo é conexo.Em particular, se X é conexo e X C Y C X, entdo Y é conexo.
v

EXEMPLOS
@ Todo intervalo da reta é conexo.

@ Ocirculo §' = {(x,y) € R?; x> +y* = 1} é conexo.

v
= = = = Tyt
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO
Seja X, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se [, o Xx # (), entdo UserXa é

conexo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO
Seja X, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se [, o Xx # (), entdo UserXa é
conexo. )

COROLARIO
Um espaco € conexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer a, b € M, existe um conexo
Xtalquea,b € X.

v
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Seja X, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se ﬂAEFXA # (), entdo UAEFX/\ é
conexo.

COROLARIO

Um espaco é conexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer a, b € M, existe um conexo
Xtalquea,b € X.

v

EXEMPLOS

@ Todo espaco normado é conexo.

PROPOSICAO

O produto cartesiano M = M; X ... X M, é conexo se, € somente se, cada fator M; é conexo.
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