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Conexidade

CI1SAO

DEFINICAO
Uma cisdo de um espaco métrico M € uma decomposicdo M = A U B na qual:
@ ANB=10.

@ A, B sio abertos.

OBSERVACAO

Note que numa cisdo M = A U B, temos que A e B sdo simultaneamente abertos e fechados.

DEFINICAO

Uma cisdo M = A U B é dita trivial quando tivermos A = (), ou B = (). Em particular, um
espago métrico € dito conexo se a tincia cisdo possivel € justamente a trivial.

Além disso, um subconjunto X C M ¢ dito conexo quando é conexo visto como subespago
métrico.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO
Seja Xx, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se [, Xx # 0, entdo J, ., X €
conexo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO
Seja Xx, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se [, Xx # 0, entdo J, ., X €
conexo. )

COROLARIO
Um espacgo é conexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer a, b € M, existe um conexo
Xtalquea,b € X.

o
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Seja Xx, A € F, uma familia de conjuntos conexos. Se [, Xx # 0, entdo J, ., X €
conexo. )

COROLARIO
Um espacgo é conexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer a, b € M, existe um conexo
Xtalquea,b € X.

o

EXEMPLO

@ Todo espaco normado é conexo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO J

O produto cartesiano M = M; X ... X M, é conexo se, e somente se, cada fator M; &€ conexo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

O produto cartesiano M = M; X ... X M, é conexo se, e somente se, cada fator M; &€ conexo. J
COROLARIO

O espaco R" é conexo. J
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

O produto cartesiano M = M; X ... X M, é conexo se, e somente se, cada fator M; &€ conexo.
v

COROLARIO

O espaco R" é conexo.

EXEMPLOS
@ Occilindro C = {(x,y,z) € R*;x* +y* = 1} é conexo.

@ Paran > 1, temos que R" \ {0} é conexo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Os tnicos conexos de R sdo os intervalos.

Fernando Avila (UFPR) CMM 242

S1 -2025

5/9



Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Os tnicos conexos de R sdo os intervalos.

COROLARIO

Se M é um espago métrico conexo e f : M — R é continua, entéio (M) é um intervalo.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Os tnicos conexos de R sdo os intervalos.

COROLARIO

Se M é um espago métrico conexo e f : M — R é continua, entéio (M) é um intervalo.

COROLARIO

Sejaf : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.
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Conexidade

OUTROS RESULTADOS

PROPOSICAO

Os tnicos conexos de R sdo os intervalos.

COROLARIO

Se M é um espago métrico conexo e f : M — R é continua, entéio (M) é um intervalo.

COROLARIO
Sejaf : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

APLICACAO

Todo polindmio real de grau impar possui a0 menos uma raiz real.
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xidade por camir

CAMINHOS

DEFINICAO

Um caminho num espago métrico é uma fungéo continua f : [0, 1] — M.
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Conexidade por caminhos

CAMINHOS

DEFINICAO
Um caminho num espago métrico é uma fungéo continua f : [0, 1] — M. J

@ Os pontos a = f(0) e b = f(1) sédo ditos extremos do caminho.

@ Se a = b, entdo dizemos que f € um caminho fechado.

@ Dados dois caminhos f, g, com f(1) = g(0), podemos definir o novo caminho justaposto
fV g pondo

_f fn,teo,1/2],
fve@ = { g(2r—1), te[1/2,1].
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Conexidade por caminhos

CAMINHOS

DEFINICAO
Um caminho num espago métrico é uma fungéo continua f : [0, 1] — M. J

@ Os pontos a = f(0) e b = f(1) sédo ditos extremos do caminho.
@ Se a = b, entdo dizemos que f € um caminho fechado.

@ Dados dois caminhos f, g, com f(1) = g(0), podemos definir o novo caminho justaposto
fV g pondo

_f fn,teo,1/2],
fve@ = { g(2r—1), te[1/2,1].

DEFINICAO

Um espaco métrico € dito conexo por caminhos quando dois pontos quaisquer podem ser
ligados por um caminho.
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Conexidade por caminhos

EXEMPLOS

EXEMPLO 1

Num espago normado temos o caminho f : [0, 1] — E dado por
fO)=0—-ta+1w

Entdo, todo espago normado é conexo.
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Conexidade por caminhos

CONEXIDADE X CONEXIDADE POR CAMINHOS

TEOREMA

Todo espago conexo por caminhos é conexo.
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Conexidade por caminhos

CONEXIDADE X CONEXIDADE POR CAMINHOS

TEOREMA

Todo espago conexo por caminhos é conexo.

CONEXO0, MAS NAO CONEXO POR CAMINHOS
O gréfico da funcdo f : [0, 00] — R, dada por

F) = { 6705)51:/)3, x>0

é conexo em R?, mas ndo é conexo por caminhos.
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OUTROS RESULTADOS

TEOREMA
(a) Funcgdes continuas preservam conexidade por caminhos.
(b) Uma reunido de conexos por caminho, com interse¢ao nio vazia, € conexo por caminhos.

(c) Oproduto M = M; X ... x M, é conexo por caminhos se, e somente se, cada M; o for.
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