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RELAÇÃO DE EQUIVALÊNCIA

DEFINIÇÃO

Uma relação de equivalência num conjunto X é uma relação ∼ entre seus elementos que
satisfaz as seguintes propriedades:

(a) x ∼ x, para todo x ∈ X.

(b) x ∼ y se, e somente se, y ∼ x, para todo x, y ∈ X.

(c) Se x ∼ y e y ∼ z, então x ∼ z.

A classe de equivalência de um elemento x ∈ X é o conjunto

[x] = {y ∈ X; x ∼ y}.

Temos [a] = [b] se, e somente se, [a] ∩ [b] ̸= ∅.

O conjunto das classes de equivalência é dito espaço quociente e denotado por X/ ∼.

Fica então bem definida a função π : X → X/ ∼ dada por π(x) = [x].
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EXEMPLO 1
Considere em R2 a relação de equivalência

(x, y) ∼ (z,w) ⇐⇒ x − z ∈ 2πZ e y − w ∈ 2πZ.

Em particular,
[(x, y)] = {(z,w) ∈ R2; x − z ∈ 2πZ e y − w ∈ 2πZ.}

EXEMPLO 2
Sejam M um espaço métrico e considere S o conjunto de todas as sequências de Cauchy em
M. Em S temos a relação de equivalência

{xn}n∈N ∼ {yn}n∈N ⇐⇒ lim
n→∞

d(xn, yn) = 0.

Em particular,
[{xn}n∈N] = {{yn}n∈N ∈ S; lim

n→∞
d(xn, yn) = 0}.

Fixado um ponto x ∈ M podemos definir a sequência constante xn = a, para todo n ∈ N.
Assim, temos a ∈ [{a}n∈N].
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ISOMETRIA

DEFINIÇÃO

Sejam X = (X, dX) e Y = (Y, dY). Dois espaços métricos.

(a) Uma isometria entre X e Y é uma função T : X → Y tal que

dY(T(a), T(b)) = dX(a, b), ∀a, b ∈ X.

(b) Os espaços X, Y são ditos isométricos se existe uma isometria bijetiva entre eles

OBSERVAÇÃO

Toda isometria é uma função injetiva.

Toda isometria é uma função contínua.
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COMPLETAMENTO

TEOREMA

Dado um espaço métrico M = (M, dM) existe um espaço métrico N = (N, dN) tal que

(a) N é completo.

(b) Existe W ⊂ N isométrico a M.

(c) W é denso em N.

(d) N é único a menos de um isomorfismo, isto é, se existe um outro espaço Ñ satisfazendo
as propriedades acima, então N e Ñ são isométricos.
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