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LISTA 4:
Sequéncias

Exercicio 1 Calcule lim(z,,), sendo {x,}nen definda sa sequinte forma:
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Exercicio 2 Considere a sequéncia (de Fibonacci) { fn}nen definda sa sequinte forma: f1 =1, fo =2
e fot1 = fn-1+ fn, se n>=2. Calcule im(fr+1/fn);

Exercicio 3 Suponha que x = {x,}nen € uma sequéncia de nimeros reais. Prove que se x é conver-
gente, entio a sequéncia {|x,|}nen também o é. O contrdrio é verdadeiro?

Exercicio 4 Sejam {x,}nen € {Un}nen sequéncias de nimeros reais. Mostre que:
(a) se x, = a e x, =0, para todo n € N, entdo a > 0;
(b) se {xp}tnen € {yntnen s@o convergentes, com x,, < yp, para todo n € N, entdao

lim(z,,) < lim(y,);

(¢c) se existe outra sequéncia {z, tnen satisfazendo
lim(z,) =lim(z,) =a e x, < yn < 2n,

entao lim(y,) = a;

sin(n)

(d) lim = 0;

n

Exercicio 5 Mostre que para cada a € R existe uma sequéncia {x,}nen de termos racionais conver-
gindo para a;

Exercicio 6 Sejam © = {xy}nen € Y = {Yn}nen duas sequéncias de Cauchy de nimeros reais. Defina
a sequinte relacdo:

x~y < lim (|z, —y,|) =0.
n—oo

Mostre que:



(a) © ~ z, (b)) x~y =y~ux, (c) x~yeym~z=xnr~ 2,
sendo z = {zn }nen uma sequéncia de Cauchy;
Exercicio 7 Mostre que lim,,_, a, = 0 se, e somente se, limy,_,o0 |an| = 0;
Exercicio 8 Mostre que a sequéncia {1 + (—1)"},en nao é uma sequéncia de Cauchy;

Exercicio 9 Mostre que a sequéncia {xy, }nen ndo € limitada, entdo existe um subsequéncia {xy, }ken
tal que limy_yo0 1/2y, = 0;

Exercicio 10 Suponha que lima,, = oo e {b,} limitada inferiormente, entao lim(a, + b,) = 00;
Exercicio 11 Suponha que lima,, = oo e b, > ¢ > 0, entdo lim(a, - b,) = oo;
Exercicio 12 Se a,, > 0 para todo n € N, entao lima,, = 0 < lim(1/a,) = 0;
Exercicio 13 Suponha ap, > 0 € by, > 0 para todo n € N. Entdo
(a) se an > ¢, para algum c, e limb, = 0 entdo lim(ay/by,) = oo;
(b) se xy, € limitada e limb,, = co entdo lim(a,/b,) = 0;
Exercicio 14 Mostre que as sequintes séries sao convergentes:
(a) Y02 1/n?; (c) Xpli1/(n?+n);
(b) 3521 1/nP, sep>2; (¢c) onzy1/(n);
Exercicio 15 Mostre que as seguintes séries ndo sio convergentes:
(a) 352, 1/n; (b) S5, 1/n, 5e 0 < p< 1,
Exercicio 16 Mostre que se > xy, € > yn sdGo convergentes, entao » (x, + yn) € convergente;

Exercicio 17 Suponha que ) x, seja convergente e x, > 0. Definindo y, = (x1 + ...x,)/n mostre
que € convergente;

Exercicio 18 Suponha que >z, seja convergente e x, > 0. Definindo y, = (x1 + ...xzy)/n mostre
que Yy, € convergenle;

Exercicio 19 Verifique se as séries abaizo sdo convergentes ou divergentes
(a) >p=11/n; (¢c) Xonz1 1/l(n+1)(n+2)];
(b) Xni1/(n® —n+1); (c) 2n=11/nP, se p>0;

2 ¢ convergente?

Exercicio 20 Se )z, é convergente e x,, > 0, entdo é verdade que Y (zy)
Exercicio 21 Se )z, ¢ convergente e x,, > 0, entdo é verdade que Y \/T,, € convergente?

Exercicio 22 Demosntre o sequinte resultado:



Teorema 1 Suponha que {Tp}nen € {Yn}nen sejam sequéncias de termos nao nulos tais que existe

Tn

Yn

r = lim
n—0o0

(a) ser #0, entdo >z, converge absolutamente se, e somente se, >y, converge absolutamente;

(b) ser =0, e > yn, € absolutamente convergente, entao »  x, converge absolutamente;
Exercicio 23 Demosntre o sequinte resultado:
Teorema 2 Se lim |z,|'/" < 1, entido " x,, converge absolutamente;
Exercicio 24 Demosnire o sequinte resultado:
Teorema 3 Suponha que {xy}nen € uma sequéncia de termos nao nulos tais que existe

Tn+1
Tn |

r = lim
n—oo

Se r <1, entdo Y x, converge absolutamente. Se r > 1, entdo > x,, diverge;

Exercicio 25 Para quais valores a € R a série ), . converge?

Exercicio 26 Suponha que > (x,)? €Y (yn)? convergem. Mostre que . x,y, converge absolutamente;



