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LISTA 6:
Diferenciabilidade

Exercicio 1 Suponha f e g duas fungdes definidas no intervalo [a,b] e diferencidveis num ponto xo €
[a,b]. Mostre que as sequintes funcées sao diferencidveis em xg:

(a) f+g; (b) cf, para wma constante ¢ qualquer;
Exercicio 2 Considere f1, fo, ..., fn fungdes diferencidveis num ponto xg. Obtenha as sequintes deri-
vadas:

(a) (fi+fot ...+ fo) (20); (b) (f1- f2- f3)'(20); (¢) (fi- fa-. fn) (0);

Supondo f1 = fo = ... = f, obtenha (f™)(xo). Aplique este resultado para obter a derivada de
g(z) = ™.

Exercicio 3 Suponha f: R — R derivdvel, tal que f(tx) = tf(x), para quaisquer t,x € R. Prove que
f(x) = f(0)z, para todo x € R. De

Exercicio 4 Suponha f : R — R k vezes derivdvel, tal que f(tx) = t*f(x), para quaisquer t,z € R.
Prove que f(x) = [f*)(0)/K!|2*, para todo z € R. De

Exercicio 5 Suponha f e g duas fungées continuas no intervalo [a,b] e diferencidveis em (a,b). Mostre
xo € (a,b) tal que

Exercicio 6 Suponha f e g duas fungées continuas no intervalo [a,b] e diferencidveis em (a,b). Mostre
que se f'(z) = ¢'(x), para todo x € (a,b), entdo existe uma constante C tal que f(x) = g(x)+ C.

Exercicio 7 Suponha f : R — R uma funcdo par e derivdvel em R. Mostre que f' é uma funcgdo
impar;
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Exercicio 8 Mostre que a fungio f(x) = x'/° nao é diferencidvel em 0;

Exercicio 9 Considere a fun¢ao

2
- e, T <,
f(x)—{ a4 b x> (a, b, e c constantes )

Obtenha os valores de a e b (em termos de ¢) tais que ezista f'(c).

Exercicio 10 Verifigue em quais pontos as sequintes fungdes sdo diferencidveis.



(@) :ESID(;) :B;«EO o) = x251n<i>, x #0,
0, 0, z=0.

Exercicio 11 Suponha f uma funcdo definida em R que satisfaz a desigualdade
Mostre que f € constante.

Exercicio 12 Suponha [ e g fungdes reais tais que existem f'(xo) e ¢'(xo), com f(xo) = g(xo) = 0.

Mostre que
t /
) )
t=zo g(t)  g'(20)
Exercicio 13 Considere a e ¢ nimeros reais, com C >0, e a f:[—1,1] — R definida por
% sin <1> x#0
f(CU) — |$’c ’ )
0, z=0.
Prove as sequintes afirmagoes
(a) f é continua se, e somente se, a > 0; (b) f(0) existe, e somente se, a > 1;

Exercicio 14 As func¢des abaizo estio definidas em R. Para cada uma, obtenha os pontos extremantes
(derivada igual a zero) e os intervalos onde elas sao crescentes e aqueles onde sdo decrescentes.

(a) fi(z)=2®—3z+5; (¢c) f3(x) = cos(x);
(b) fo(z) = 32 — 42%; (d) fi(z) =sin(x);
Exercicio 15 Considere ay,as,...,a, niumeros reais e a fun¢io f defida em R por

Ezsite mdzrimo? Existe minimo?
Exercicio 16 Esboce o grdfico da funcio f(x) =1/(z% +1).

Exercicio 17 Seja f : I — R de classe C™ no intervalo I. Suponha que exista K > 0 tal que
|f™)(z)| < K para todo = € I e para todo n € N. Prove que, para x,xo € I vale

© £(n) (4
fay =3 T e
n=0 ’

Exercicio 18 Dé uma demosntragio de que f” > 0 implica f conveza usando a formula de Taylor
com resto de Lagrange.

Exercicio 19 Seja p : R — R um polinémio de grau n. Prove que para todo a,x € R wale para
x,xg € I vale
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p(x) =pla) +p'(a)(z —a)+ ...+ -



Exercicio 20 Para cada n € N considere f, : I — R uma fun¢do convera. Suponha que, para cada
x € 1, a sequéncia { fn(z)}nen seja convergente. Prove que a fungao f: I — R definida por

flx) = lim f,(x)

n—oo

€ convexa. Prove um resultado andlogo para funcgoes concavas.

Exercicio 21 Suponha f : [a,b] — R uma fung¢ao continua conveza tal que f(a) < 0 < f(b). Prove
que existe tinico c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Exercicio 22 Uma fun¢io f: X — R chama-se contragao quando existe uma constante k € [0,1) tal
que | f(y) — f(z)| < kly — x|, para todo x,y € X.

(a) Mostre que se f é derivdvel no intervalo I e |f'(z)| < k <1 entdo f é uma contragao.

(b) Suponha que X C R é fechado e f : X — X ¢é uma contragio. Mostre que, firado zo € X, a
sequéncia
r1 = f(x0), 72 = f(21), .oy Tny1 = f(n)

converge para um ponto a € X tal que f(a) = a;

(c) Prove que toda contra¢ao f : X — X, X C R fechado, possui inico pointo fizo, isto €, existe
inico a € X tal que f(a) = a;

Exercicio 23 Prove que 1,0754 € um valor aprozimado, com 4 algarismos, da raiz positiva da equa¢ao
6
z° + 6z —9=0;

Exercicio 24 Considere a funcdo f : [-1/2,1/2] — R dada por x — 23 a qual anula-se em x = 0.
Aplique o método de Newton comegando com xo = \/5/5;



