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Aula 7 - 28/11

28 DE NOVEMBRO

Aula de hoje: Topologia da reta

Topicos:
@ Ponto interior

@ Conjunto aberto

@ Conjunto fechado
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MODULO

DEFINICAO
Dado a € R, definimos

a, se a >0,
la| =
—a, se a<0.
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Valor absoluto

MODULO
DEFINICAO
Dado a € R, definimos
a, se a >0,
lal = —a, se a<0.
W
OBSERVACOES
@ |a| > 0, valendo a igualdade se, e somente se, a = 0.
@ a<|dle|—al=]al|
® |ab| = |a||b].
@ |a| < b,seesomentese, —b < a < b.
@ |a* =4
@ Fica bem definida a fun¢do f : R — R dada por f(x) = |x|. Em particular, vale
Va2 = x|, Vx € R.
V.
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DESIGUALDADE TRIANGULAR
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Valor absoluto

DESIGUALDADE TRIANGULAR

TEOREMA

Para todo a, b € R vale
la + b| < |a| + |b|.
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Valor absoluto

DESIGUALDADE TRIANGULAR

TEOREMA

Para todo a, b € R vale
la+b| < |a| + |b].

COROLARIO
Para todo a, b € R vale

llal = |b]] < |a = b|.
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Valor absoluto

DESIGUALDADE TRIANGULAR

TEOREMA

Para todo a, b € R vale
la +b| < |a| + |b].

COROLARIO

Para todo a, b € R vale
lla| = 1b]| < la —b|.

TEOREMA

Se a € R satisfaz
la] <€, Ve >0,

entdo a = 0.
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Valor absoluto

OBSERVACAO: ESPACOS METRICOS

DEFINICAO
Seja M # () um conjunto qualquer. Uma fungdo d : M x M — R é dita uma métrica se:

(M1) d(x,y) > 0, valendo a igualdade apenas se x = y.
(M2) d(x,y) = d(y,x), para todo x,y € M.
(M3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), para todo x, y,z € M.

Neste caso, dizemos que (M, d) é um espago métrico.
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Valor absoluto

OBSERVACAO: ESPACOS METRICOS

DEFINICAO

Seja M # () um conjunto qualquer. Uma fungdo d : M x M — R é dita uma métrica se:
(M1) d(x,y) > 0, valendo a igualdade apenas se x = y.

(M2) d(x,y) = d(y,x), para todo x,y € M.

(M3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), paratodo x,y,z € M.

Neste caso, dizemos que (M, d) é um espago métrico.

EXEMPLO
Definindod : R x R — R por
d(x7y) = |.X _y‘7

tem-se que (R, d) é um espago métrico.
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INTERVALO

DEFINICAO
Um subconjunto A C R € dito um intervalo se vale a seguinte propriedade:
com a < b, entdo se for ¢ € R, tal que a < ¢ < b, tem-se ¢ € A.

dados a,b € A,
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Valor absoluto

INTERVALO

DEFINICAO
Um subconjunto A C R € dito um intervalo se vale a seguinte propriedade: dados a,b € A,
com a < b, entdo se for ¢ € R, tal que a < ¢ < b, tem-se ¢ € A.

NOTACOES
@ (a,b) ={xeR; a<x<b} @ (—o00,b) ={x€eR; x<b}
@ [g,h) ={x€R; a<x< b} 0 (—o00,b] = {x €R; x < b}
@ (a,b)={xeR; a<x<b}
o [a,b] = {x€R; a<x<b} @ (a,+o0)={x€R; a<x}
@ (a,b)={xeR;a<x<b} @ [a,+0) ={x€R; a<x} )
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CONJUNTO ABERTO

(UFPR) CMM202 - CMI 062 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 7/12



Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.
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Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.

IMPORTANTE

@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).
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Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.

IMPORTANTE
@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).

@ Se p € R nio é ponto interior de A, entdo dado qualquer € > 0, vale

(p—ep+e)NAS #0.
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Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.

IMPORTANTE
@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).

@ Se p € R nio é ponto interior de A, entdo dado qualquer € > 0, vale

(p—ep+e)NAS #0.

@ E possivel termos int(A) = (), mesmo que A seja nio vazio.
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Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.

IMPORTANTE
@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).

@ Se p € R nio é ponto interior de A, entdo dado qualquer € > 0, vale

(p—ep+e)NAS #0.

@ E possivel termos int(A) = (), mesmo que A seja nio vazio.

@ Vale a inclusdo inf(A) C A, mas nem sempre vale A C int(A).
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Conjuntos abertos

CONJUNTO ABERTO

DEFINICAO
Seja A C R um conjunto. Dizemos que p € R é um ponto interior de A se vale a seguinte
propriedade: existe r > 0 tal que o intervalo I, = (p — r, p + r) esté contido em A.

IMPORTANTE
@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).

@ Se p € R nio é ponto interior de A, entdo dado qualquer € > 0, vale

(p—ep+e)NAS #0.

@ E possivel termos int(A) = (), mesmo que A seja nio vazio.

@ Vale a inclusdo inf(A) C A, mas nem sempre vale A C int(A).

DEFINICAO
Um conjunto A C R é dito aberto se int(A) = A.
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OBSERVACAO

@ Para mostrar que um conjunto A é aberto é suficiente verificar que A C int(A), ou seja,
que se p € A, entdo p € ponto interior.

@ Em particular, se A ndo € aberto, entdo existe p € A que ndo é ponto interior.

CMM202 - CMI 062 S2 - 2022 - DMAT-UFPR 8/12



tos abertos

OBSERVACAO

@ Para mostrar que um conjunto A é aberto é suficiente verificar que A C int(A), ou seja,
que se p € A, entdo p € ponto interior.

@ Em particular, se A ndo € aberto, entdo existe p € A que ndo é ponto interior.

EXEMPLO
@ O conjunto vazio € aberto.
@ O conjunto R ¢ aberto.

@ O intervalo [1,3) ndo & aberto.

@ Todo intervalo aberto € um conjunto aberto.
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TEOREMA

Seja {Aq }aeca uma colegdo de subconjuntos abertos de R. Temos entéo:
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TEOREMA

Seja {Aq }aeca uma colegdo de subconjuntos abertos de R. Temos entéo:

A:UAa

(a) O conjunto

ach
é aberto.
(b) Dada uma colecdo finita A,,,Aq,, - . . ,Aa,, O cOnjunto
B=)Aq
j=1
é aberto.
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Conjuntos abertos

ESPACO TOPOLOGICO

DEFINICAO

Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma colec¢@o de subconjuntos .7 de X é uma
topologia se:

(T X,0 e 7.
(T2) A unido arbitréria de elementos de .7 ainda é um elemento de 7.

(T3) A intersecdo finita de elementos de .7 ainda é um elemento de 7.

Neste caso, dizemos que (X, .7") é um espago topolégico. Cada elemento de .7 € dito
conjunto aberto.

EXEMPLO

A colegdo de todos os conjuntos abertos de R é uma topologia em R.
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njuntos fechados

CONJUNTO FECHADO

DEFINICAO
Seja F C R um conjunto. Dizemos que F é um conjunto fechado se seu complementar F€ é

um conjunto aberto.
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Conjuntos fechados

CONJUNTO FECHADO

DEFINICAO

Seja F C R um conjunto. Dizemos que F é um conjunto fechado se seu complementar F€ é
um conjunto aberto.

EXEMPLO
@ O conjunto vazio é fechado.
@ O conjunto R ¢é fechado.
@ O intervalo [1, 3) ndo é fechado.

@ Todo intervalo fechado € um conjunto fechado.
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Conjuntos fechados

CONJUNTO FECHADO

DEFINICAO

Seja F C R um conjunto. Dizemos que F é um conjunto fechado se seu complementar F€ é
um conjunto aberto.

EXEMPLO
@ O conjunto vazio é fechado.
@ O conjunto R ¢é fechado.
@ O intervalo [1, 3) ndo é fechado.

@ Todo intervalo fechado € um conjunto fechado.

PERGUNTA:

Quais sdo os subconjuntos de R simultaneamente abertos e fechados?
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Conjuntos fe

TEOREMA

Seja {Fa }aeca uma colegdo de subconjuntos fechados de R. Temos entdo:
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Conjuntos fe

TEOREMA

Seja {Fa }aeca uma colegdo de subconjuntos fechados de R. Temos entdo:

F= ﬂFa

(a) O conjunto

a€cA
é fechado.
(b) Dada uma colecdo finita Fy,, Fa,, - . ., Fa,, 0 conjunto
F=|JFs
j=1
é fechado.
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