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NUMEROS COMPLEXOS

NUMEROS COMPLEXOS

Vamos considerar a construgdo padrio C = (R?, +-) em que
5Y)+ (50 =@+sy+1) e (x,y): (s = (xs — yt,y5 + x1)

@ Fazemos a identificacdo R C C através da aplicagio
R3S x— (x,0) € R?,

donde escreveremos
(x,y) =z=x+1iy,
emque i = (0, 1), para o qual > = —1.

@ Paracada z = x + iy € C defini-se seu conjugado complexo pondo
Z=x—iy.

@ Definimos ainda

2] = Vx2 +y2.
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TOPOLOGIA DE C

METRICA

Temos em C a métrica (induzida pela norma | - |) definida por

d(z,w) = |z —w|.

@ Segue disto a existéncia de uma topologia dada por abertos. Assumiremos construida toda a teoria
envolvendo conjuntos abertos, fechados, compactos, conexos, etc.

@ Dada uma sequéncia {z, = X + iy }ncn de nimeros complexos, tem-se z, — z = x + iy se, e
somente se,
Xp —>X € Yy —> V.

@ Segue disto que C é um espago métrico completo (na verdade, Banach...)

@ Iremos assumir também a construcdo basica sobre fun¢des continuas f : A C C — C.
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CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO

Dada uma sequéncia {an },>¢ diremos que a série
o o]
>
n=0

converge para z € C se, dado € > 0, existir N € N tal que

m

E an — 2

n=0

<€ Vm>N.

Se >-.2 lan| for convergente, entdo diremos que a série ¢ absolutamente convergente.

PROPOSICAO

Convergéncia absoluta implica em convergéncia.
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Convergéncia de sequéncias de fungdes

CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO

Sejam f, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdese f : C — C.
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Convergéncia de sequéncias de fungdes

CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO
Sejam f, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdese f : C — C.

@ Dizemos que {f, } converge pontualmente para f se, para cada z € C tivermos, {f,(z)} convergir
para f(z), ou seja, fixado z € C e dado € > 0, existe N = N(z,€) € Ntal que

[fu(z) = f(z)| <€ ¥n>N.

Utilizaremos a notag@o f, — f.
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Convergéncia de sequéncias de fungdes

CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO
Sejam f, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdese f : C — C.

@ Dizemos que {f, } converge pontualmente para f se, para cada z € C tivermos, {f,(z)} convergir
para f(z), ou seja, fixado z € C e dado € > 0, existe N = N(z,€) € Ntal que

[fu(z) = f(z)| <€ ¥n>N.

Utilizaremos a notag@o f, — f.

@ Dizemos que {f, } converge uniformemente para f se dado € > 0, existe N = N(e) € N tal que

Ifu(z) = f(z)| <€ Vn >N, Vz € C.

Utilizaremos a notagao fi, —unir f.
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Convergéncia de sequéncias de fungdes

CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO
Sejam f, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdese f : C — C.

@ Dizemos que {f, } converge pontualmente para f se, para cada z € C tivermos, {f,(z)} convergir
para f(z), ou seja, fixado z € C e dado € > 0, existe N = N(z,€) € Ntal que

[fu(z) = f(z)| <€ ¥n>N.

Utilizaremos a notag@o f, — f.

@ Dizemos que {f, } converge uniformemente para f se dado € > 0, existe N = N(e) € N tal que
Ifu(z) —f(2)| <€ ¥n >N, VzeC.

Utilizaremos a notagao fi, —unir f.

TEOREMA

Se fu —>unir f € cada f, € continua, entdo f € continua.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR 6/10



ia de sequéncias de funcoes

CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICAO

Dada uma sequéncia de fungdes f, : C — C, n € N, defini-se s, : C — C pondo
n
su(@) = Y ful2).
j=1

Em particular, dizemos que a série 2, f, é convergente (uniformemente convergente) quando a
sequéncia {s, } for convergente (uniformemente convergente).

TESTE MDE WEIERSTRASS

Sejaf, : C — C, n € N, uma sequéncia de func¢des para a qual existe uma sequéncia de nimeros reais
{M,} satisfazendo

(D < S M.

n=1

Se > 2 M, < oo, entdo > o2, f, é uniformemente convergente.

a (UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR 7/10



Séries de poténcias

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR

DEFINICAO

Seja {an }nen uma sequéncia de nimeros reais. Pondo

b, = inf ay e ¢, = sup ap,
m>n m>n
definimos

liminfa, = lim b, = lim {inf am]
n—o00 n—oo |m>n

limsupa, = lim ¢, = lim |supan
n— oo n— 00 ”!>'l
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Séries de poténcias

SERIES DE POTENCIA

DEFINICAO
Uma série de poténcia em torno de a € C € definida através da expressao
oo
Sty
n=0
v
EXEMPLO: SERIE GEOMETRICA
Z '=—, |7 <1
n=0
v
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Séries de poténcias

RAIO DE CONVERGENCIA

TEOREMA

Considere uma série de poténcia em torno
oo}
n
> an(z—a)
n=0

e o nimero 0 < R < oo (raio de convergéncia da série) dado por
L lim sup [|a,,|1/”] .
R
@ Para |z — a| < R temos convergéncia absoluta.

@ Para |z — a| > R temos divergéncia.

@ Para0 < r < R temos convergéncia uniforme em {z; |z| < r}.

PRPOSICAO
Se série de poténcia Y2 an(z — a)" possui raio de convergéncia R, entdo
R = lim
Ap41
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