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Relembrando

JA SABEMOS:

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY-I)

Sejas f : © — C uma fungdo analitica no aberto Q C C e Bla, r] C Q. Nestas condi¢des, dada a curva
y(t) = a+re, 1 € [0,27],

vale a igualdade

f(z)zzim_[yf(w) dw, |z—a| <r.

w—=2

TEOREMA

Seja f uma fungdo analitica em B(a, R). Nestas condigdes,
oo}
f@=> a(z—a)", [z—a| <R,
=0

sendo que esta série tem raio de convergéncia > R e

1
an = ﬁf(n) (a)
n:
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Formula Integral de Cauchy

TEOREMA DE CAUCHY (EM DISCOS)

TEOREMA DE CAUCHY

Seja f uma fungdo analitica em B(a, R) e -y é uma curva suave e fechada em B(a, R), entdo

A f(2)dz = 0.

EXEMPLO

Considere a fungfo analitica f(z) = 1/z definida no aberto 2 \ {0} e a curva y(¢) = e, t € [0, 27]. Neste
caso,

/f(z)dz =2mi # 0.
~

PERGUNTA:

Podemos colocar condi¢des sobre curvas numa regido €2 de modo que

A f(2)dz =0,

sendo f analitica em £2? R: Sim! E a condic@o diz respeito ao indice!

= . - = = AN
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Formula Integral de Cauchy

INDICE
DEFINICAO
Dados um caminho fechado v : [a,b] — C e um ponto zg € C \ ~, definimos o indice de y em z pela
formula
1 dw
n(’Y: ZO) =5 .
2mi J W — 20
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Formula Integral de Cauchy

INDICE
DEFINICAO
Dados um caminho fechado v : [a,b] — C e um ponto zg € C \ ~, definimos o indice de y em z pela
formula
1 dw
n(’Y: ZO) =5 .
2mi J W — 20
v
PROPOSICAO
Sejam « : [a, b] — C um caminho fechado. Entéo:
(a) n(v,z) € Z,paratodoz € C \ v;
(b) A fungdo z — n(v,z) é analiticaem C \ v;
(¢) A fungdo z — n(vy, z) é constante em cada componente conexa de C \ -y e é nula na componente
conexa ilimitada de C \ ~.
v
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Formula Integral de Cauchy

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY GLOBAL-I)

Sejam f uma fung@o analitica num aberto €2 e v um caminho fechado em €2 tal que
n(v,z) =0, Vz€ C\ Q.

Nestas condigdes,

n(vy,a)f(a) = ! &d
(7, a)f (@) L :

27 z—a

paratodoa € Q\ {v}.
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Formula Integral de Cauchy

DEMONSTRACAO

@ Precisamos do seguinte resultado:

LEMA

Sejam - um caminho e ¢ uma fun¢éo continua sobre {~}. Para cada m € N, definia

Fu(2) = / (@&dm
Y

w—z)"
Nestas condigdes, cada F, é analiticaem C \ {7} e

F)/n(z) = mFm+l(Z)'
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Formula Integral de Cauchy

DEMONSTRACAO

@ Precisamos do seguinte resultado:

LEMA

Sejam - um caminho e ¢ uma fun¢éo continua sobre {~}. Para cada m € N, definia

Fm(z)=/ de‘
.

(w—2)"
Nestas condigdes, cada F, é analiticaem C \ {7} e

F)/n(z) = mFm+l(Z)'

@ Defina as fungdes ¢ : 2 X 2 — Ce g : C — C dadas por

Q=1 ., [, ez w)dw,z € Q,
oz, w) = Ci—w T oegln) = /f(W)dW ccH
f(Z),Z=W~ N W=z ’ ’
em que
H = {n € C;n(y,n) = 0}.
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Formula Integral de Cauchy

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY GLOBAL-II)

Seja f uma func@o analitica num aberto 2. Sejam =1, . . . , v, caminhos fechados em 2 tais que
n(’Ylvz) + ... +n('Ym,Z) =0, Vze (C\Q

Nestas condigdes,

@Y newa = [ Ly,
Yk

k=1 k=1

paratodoa € Q\ {~}.
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Formula Integral de Cauchy

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY GLOBAL-II)

Seja f uma func@o analitica num aberto 2. Sejam =1, . . . , v, caminhos fechados em 2 tais que
n(’Ylvz) + ... +n('Ym,Z) =0,vVzeC \ Q.

Nestas condigdes,

@Y newa = [ Ly,
Yk

k=1 k=1 rTa
paratodoa € Q\ {~}.

w
TEOREMA DE CAUCHY-I
Sejam €2, f e 1, . . ., ¥m como no teorema acima. Nestas condi¢des,
m
Z f(z)dz = 0.
k=1" Yk
v
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Formula Integral de Cauchy

CONSEQUENCIAS

TEOREMA
Nas condicoes da Formula Integral de Cauchy Global-II vale a identidade

G )Z wma)_klZZm/ Zf(ij ©

paratodoa € Q\ {v}.

TEOREMA (DE MORERA)

Sejam A uma regido e f : A — C continua. Se
f(2)dz =
or

para todo tridngulo 7 contido em A, entdo f € analitica em A.
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