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26 DE SETEMBRO

Aula de hoje: Versiao homotépica do Teorema de Cauchy
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Relembrando

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY GLOBAL-I)

Sejam f uma fung@o analitica num aberto €2 e v um caminho fechado em €2 tal que
n(v,z) =0, Vz€ C\ Q.
Nestas condigdes,

n(vy,a)f(a) = ! &d
(7,0 (@) L 2,

27 z—a

paratodoa € Q\ {v}.
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Relembrando

HomoTOPIA

DEFINICAO
[0, 1] — €2 dois caminhos fechados numa regido €2. Dizemos que « e 3 sdo homotGpicos

Sejam ~y, 5 :
[0,1] x [0, 1] — Q tal que

(notag@o vy ~ [3) se existe uma funcdo continua I :

{F( 0) =~(s) e I'(s, 1) = B(s), s € [0,1],
r'0,1) =T(1,1), t € [0,1].
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Relembrando

HomoTOPIA

DEFINICAO
Sejam v, 3 : [0, 1] — €2 dois caminhos fechados numa regido 2. Dizemos que « e 8 sdo homotGpicos

(notacd@o v ~ f) se existe uma funcdo continua I' : [0, 1] X [0, 1] — € tal que

{F( 0) =~(s) e I'(s, 1) = B(s), s € [0,1],
r'0,1) =T(1,1), t € [0,1].

OBSERVACAO

Note que ~ define uma relagéo de equivaléncia sobre os caminhos fechados de €2, isto é,
@ vy~
@ ~ ~ Bimplica 8 ~ .
@ v~ pfef ~ aimplicay ~ a.
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Relembrando

HomoTOPIA

DEFINICAO

Sejam v, 3 : [0, 1] — €2 dois caminhos fechados numa regido 2. Dizemos que « e 8 sdo homotGpicos
(notacd@o v ~ f) se existe uma funcdo continua I' : [0, 1] X [0, 1] — € tal que

{F( 0) =~(s) e I'(s, 1) = B(s), s € [0,1],
r'0,1) =T(1,1), t € [0,1].

OBSERVACAO

Note que ~ define uma relagéo de equivaléncia sobre os caminhos fechados de €2, isto é,
@ vy~
@ ~ ~ Bimplica 8 ~ .
@ v~ pfef ~ aimplicay ~ a.

NOTACAO

Escreveremos y ~ 0 para indicar que v ¢ homotépica a uma curva constante.
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Relembrando

TEOREMA DE CAUCHY-III

TEOREMA DE CAUCHY-III

Sejam ; ~ 7, numa regido 2. Nestas condigdes,

1@d:= | e,
Y2

Y1

para toda fung@o analitica f : Q — C.
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Relembrando

TEOREMA DE CAUCHY-III

TEOREMA DE CAUCHY-III

Sejam ; ~ 7, numa regido 2. Nestas condigdes,
1@d:= | e,
" "2

para toda fung@o analitica f : Q — C.

TEOREMA DE CAUCHY (ZERO-HOMOTOPICO)

Se v ~ 0 numa regido €2, entdo
/ f(@)dz=0
5

para toda func@o analiticaf : Q — C.
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III NUM CASO SIMPLES
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III NUM CASO SIMPLES

@ O Teorema de Cauchy III tem uma demonstracdo bem simples se a homotopia I' tem derivadas de
segunda ordem continuas. De fato, denote 1> = [0, 1] x [0,1] e g : I — C pondo

1
g(l):/o f(F(s,t))Z—I;(s,t)ds
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III NUM CASO SIMPLES

@ O Teorema de Cauchy III tem uma demonstracdo bem simples se a homotopia I' tem derivadas de
segunda ordem continuas. De fato, denote 1> = [0, 1] x [0,1] e g : I — C pondo

1
g(l):/o f(F(s,t))Z—I;(s,t)ds

@ Neste caso, g € constante.
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III NUM CASO SIMPLES

@ O Teorema de Cauchy III tem uma demonstracdo bem simples se a homotopia I' tem derivadas de
segunda ordem continuas. De fato, denote 1> = [0, 1] x [0,1] e g : I — C pondo

1
g(l):/o f(F(s,t))Z—I;(s,t)ds

@ Neste caso, g € constante.

@ Assim, o resultado segue do fato

g(o>=/% eg(1>=/m.
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III

@ Seja I a homotopia de g e ;. Note que I" é uniformemente continua sobre o compacto
I? = [0, 1] x [0, 1]. Em particular, T'(/?) é um compacto de €2, logo

r = dist(T(1*),C\ Q) > 0.
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III

@ Seja I a homotopia de g e ;. Note que I" é uniformemente continua sobre o compacto
I? = [0, 1] x [0, 1]. Em particular, T'(/?) é um compacto de €2, logo

r = dist(T(1*),C\ Q) > 0.

@ Existe n € N tal que

4
(s—s)V +@—-1)1< = = [['(s,1) — I, ) <r
3
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III

@ Seja I a homotopia de g e ;. Note que I" é uniformemente continua sobre o compacto
I? = [0, 1] x [0, 1]. Em particular, T'(/?) é um compacto de €2, logo

r = dist(T(1*),C\ Q) > 0.

@ Existe n € N tal que

4
(s—s)V +@—-1)1< = = [['(s,1) — I, ) <r
3

@ Considere os nimeros

e a parti¢ao
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Relembrando

DEMONSTRACAO DE T-III
@ Seja I a homotopia de g e ;. Note que I" é uniformemente continua sobre o compacto
I? = [0, 1] x [0, 1]. Em particular, T'(/?) é um compacto de €2, logo

r = dist(T(1*),C\ Q) > 0.

@ Existe n € N tal que
4
(=) +(—-1)? <= = [D(s,0) =D, 1) < r

pe

@ Considere os nimeros

e a parti¢ao

@ Note que

F(‘Ijk) CB(ijzr)z OS],kSn—l
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@ Considere agora os poligonos (fechados)

Ok = polig|Zo ki, Zy gy - - -y Zni], 0 < k <.
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@ Considere agora os poligonos (fechados)

Ok = polig[Zo j, Z1 ks - - Zni), 0 < k<

@ Vamos mostrar que

[ r@a:= [ s@a
Yo Qo
/ f(@dz= | f(2)dz
V1 On

/ f(2)dz = f(Qdz, 0 <k<n-—1.
Vi Ok+1
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@ Considere agora os poligonos (fechados)

Ok = polig|Zo ki, Zy gy - - -y Zni], 0 < k <.

@ Vamos mostrar que
/ fdz= | f(2)dz
0 Qo
/ f@Rdz= | f(2)dz
71 On
/ f(2)dz = (2)dz, 0 <k<n-—1.
Vi Ok+1
@ Para tanto, considere os poligonos (fechados)

Pji. = poliglZ; i, Zit1 k> Zit1 k415 Zj k41, Zj

os quais estdo contidos em B(Z; x, r).
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@ Considere agora os poligonos (fechados)

Ok = polig|Zo ki, Zy gy - - -y Zni], 0 < k <.

@ Vamos mostrar que
[ r@a:= [ s@a
Yo Qo
/ f(@dz= | f(2)dz
V1 On

/ f(2)dz = (2)dz, 0 <k<n-—1.
Vi Ok+1

@ Para tanto, considere os poligonos (fechados)
Pj = polig[Zj s Zi1 k> Zj 1 k15 Zj ket 15 Zjok]

os quais estdo contidos em B(Z; x, r).

@ Sef ¢ analitica em (2, entdo vale

/P_kf(Z)dz =0.
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PARTE 1

@ Vejamos que

(UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR 9/11



Relembrando

PARTE 1

@ Vejamos que

/ fR)dz= | f(2)dz
Y0

@ De fato, considere

1‘j+1}
n7 n

o3(1) = 20(0), 1 € [

e também a curva

aj + [Zi+1,0, Zj]
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PARTE 1

@ Vejamos que

@ De fato, considere

o =i re [ 1.5

e também a curva
oj + [Z+1,0, Zpo)

@ De modo anélogo, chega-se em

/ f(Rdz= | f(2)dz.
7 On
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PARTE 2
@ Note que
n—I1
0=>" / f(2)dz
j=0 Pk
e que
Zok = Zik
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PARTE 2

@ Note que

e que

@ Assim,
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- Z/ f(2)dz

Jj=0 P/k

Zok = Zik

n—1

0= ; /P ) F)dz = /Q S~
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