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28 DE SETEMBRO

Aula de hoje: Teorema da aplicacdo aberta
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Relembrando

VERSAO HOMOTOPICA DO TEOREMA DE CAUCHY

DEFINICAO

Sejam v, B : [0, 1] — € dois caminhos fechados numa regiéo €2. Dizemos que ~ e 8 sdo homot6picos
(notagdo v ~ f) se existe uma fungdo continua I' : [0, 1] x [0, 1] — € tal que

{ ['(s,0) =(s) e T'(s, 1) = B(s), s € [0, 1],
(0,1) =T(1,1), t € [0,1].

Em particular, escrevemos v ~ 0 para indicar que v € homotdpica a uma curva constante.

TEOREMA DE CAUCHY-III

Sejam y; ~ 7, numa regido £2. Se f : 2 — C ¢ analitica, entdo

f@@dz= | f(2)dz
2

gl

TEOREMA DE CAUCHY (ZERO-HOMOTOPICO)
Sejam ; ~ 0 numa regido 2. Se f : 2 — C € analitica, entdo

f(2)dz =

ol
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Consequéncias

TEOREMA 1

Seja v ~ 0 um caminho fechado numa regido 2. Nestas condi¢des,

n(v,z) =0, Vze€ C\ Q.
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Consequéncias

TEOREMA 1

Seja v ~ 0 um caminho fechado numa regido 2. Nestas condi¢des,

n(v,z) =0, Vz€ C\ Q.

DEFINICAO
Sejam v, 8 : [0, 1] — € dois caminhos numa regido (2 tais que
Y%(0) =41(0) =a e (1) =~ (1) =b.

Dizemos que «y e 3 sdo homotdpicos com extremos fixos (notagdo v ~ ) se existe uma fungdo continua
I':[0,1] x [0,1] — Q tal que

{ I(5,0) =y(s) e T(s,1) = B(s), s € [0, 1],
r0,f)=ae T(1,1)=b, t€[0,1].
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Consequéncias

TEOREMA 1

Seja v ~ 0 um caminho fechado numa regido 2. Nestas condi¢des,

n(v,z) =0, Vz€ C\ Q.

DEFINICAO
Sejam v, 8 : [0, 1] — € dois caminhos numa regido (2 tais que
7(0) =71(0) = a e (1) =% (1) =b.

Dizemos que -y e 3 sdo homotdpicos com extremos fixos (notagdo v ~ () se existe uma fun¢io continua
I:[0,1] x [0,1] — Q tal que

{ I(5,0) =y(s) e T(s,1) = B(s), s € [0, 1],
r0,f)=ae T(1,1)=b, t€[0,1].

.
TEOREMA 2 (INDEPENDENCIA DO CAMINHO)
Sejam vy ~ -1, com extremos fixos numa regido {2, entdo
f()dz = / f(2)dz,
Yo M
sendo f : @ — C é analitica.
— - - V.
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Consequéncias

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2

@ Note primeiramente que o — 7y; € um caminho fechado.
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Consequéncias

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2

@ Note primeiramente que o — 7y; € um caminho fechado.
@ Defina

’70(3S)’ 0< 51/3:
v(s) =< b, 1/3<s2/3,
71 (3 —3s),2/3<s<1.
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Consequéncias

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2

@ Note primeiramente que o — 7y; € um caminho fechado.

@ Defina
’70(3S)’ 0< 51/3:
v(s) =< b, 1/3<s2/3,
71 (3 —3s),2/3<s<1.

@ Considere a homotopia
(3s(1 —1),1), 0 <s1/3,

Als,f) = T(1—1,3s— 1 + 2t —3st), 1/3 < s2/3,
(B =3s5)(1-1)),2/3<s< 1.
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Consequéncias

CONJUNTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

Uma regido G ¢ dita simplesmente conexa se todo caminho fechado em G ¢ homotépico a zero.

DEFINICAO J
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Consequéncias

CONJUNTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

Uma regido G ¢ dita simplesmente conexa se todo caminho fechado em G ¢ homotépico a zero.

DEFINICAO J

@ Uma regido simplesmente conexa G tem a propriedade de que o interior de toda curva fechada estd
contida em G . Grosso modo, G nao possui buracos.
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Consequéncias

CONJUNTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

DEFINICAO J

Uma regido G ¢ dita simplesmente conexa se todo caminho fechado em G ¢ homotépico a zero.

@ Uma regido simplesmente conexa G tem a propriedade de que o interior de toda curva fechada estd
contida em G . Grosso modo, G nao possui buracos.

TEOREMA 3

Se G é simplesmente conexo e f analitica em G, entdo para todo caminho fechado v em G vale

[{f(z)dz =0
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Consequéncias

CONJUNTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

DEFINICAO J

Uma regido G ¢ dita simplesmente conexa se todo caminho fechado em G ¢ homotépico a zero.

@ Uma regido simplesmente conexa G tem a propriedade de que o interior de toda curva fechada estd
contida em G . Grosso modo, G nao possui buracos.

TEOREMA 3

Se G é simplesmente conexo e f analitica em G, entdo para todo caminho fechado v em G vale
/ f(2)dz=0
~

TEOREMA 4 (EXISTENCIA DE PRIMITIVAS)

Fungdes analiticas em conjuntos simplesmente conexos possuem primitiva.
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Consequéncias

COROLARIO 1
Sejam G simplesmente conexo e f analitica em G. Se F e G sdo primitivas de f, entdo F — G ¢é constante.
Em particular, dado 7y € G, existe C € C tal que

P& = [ foav -+,

~

sendo «y um caminho ligando zj e z.
v
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Consequéncias

COROLARIO 1

Sejam G simplesmente conexo e f analitica em G. Se F e G sdo primitivas de f, entdo F — G ¢é constante.

Em particular, dado 7y € G, existe C € C tal que

P& = [ foav -+,

~

sendo «y um caminho ligando zj e z.

COROLARIO 1

Sejam G simplesmente conexo e f analitica em G. Se F € uma primitiva de f, entdo
[ 1o = Fo0) = Flr(a)),
y

sendo 7 : [a, b] — G um caminho.
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Consequéncias

COROLARIO 1

Sejam G simplesmente conexo e f analitica em G. Se F e G sdo primitivas de f, entdo F — G ¢é constante.
Em particular, dado 7y € G, existe C € C tal que

P& = [ foav -+,

~

sendo «y um caminho ligando zj e z.

COROLARIO 1

Sejam G simplesmente conexo e f analitica em G. Se F € uma primitiva de f, entdo
[ 1o = Fo0) = Flr(a)),
y

sendo 7 : [a, b] — G um caminho.

EXEMPLO

Se G é um simplesmente conexo que nio contém a origem € -y : [a, b] — G um caminho fechado, entdo
v

1
/7dz:0.
~Z
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Consequéncias

CONTANDO ZEROS

DEFINICAO
Seja G um aberto. Dizemos que um caminho fechado é homélogo a zero (notagdo v ~ 0) se n(y,w) =0

paratodow € C\ G.
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Consequéncias

CONTANDO ZEROS

DEFINICAO
Seja G um aberto. Dizemos que um caminho fechado é homélogo a zero (notagdo v ~ 0) se n(y,w) =0
paratodow € C\ G.

TEOREMA

Sejam €2 uma regido e f uma fung¢io analitica com zeros ay, . . . a, (podendo ter repeti¢des). Se v é um
caminho fechado em €2 homdlogo a zero e que ndo passa por nenhum desses zeros, entdao

RO IR
i 'yf(Z) dz kz::l (’Yv J)'
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Consequéncias

CONTANDO ZEROS

DEFINICAO

Seja G um aberto. Dizemos que um caminho fechado é homélogo a zero (notagdo v ~ 0) se n(y,w) =0
paratodow € C\ G.

TEOREMA

Sejam €2 uma regido e f uma fung¢io analitica com zeros ay, . . . a, (podendo ter repeti¢des). Se v é um
caminho fechado em €2 homdlogo a zero e que ndo passa por nenhum desses zeros, entdao

RO
i 'yf(Z) dz kz::l (’Yv J)'

EXEMPLO
Se y(f) = 2¢, com t € [0, 2], entdio

2741

—————dz = 4mi.
v 22+z+1
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