MATE 7005
Anélise Complexa
S2 - 2023

Prof. Fernando de Avila Silva
Dep. de Matematica - UFPR

'S\ PPGME

“v ’ Pro%ama de Ps-Graduagdo
em Matemética

UFPR

DMAT - UFPR UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Fernando Avila (UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR

1/6



Aula 15-7/11

7 DE NOVEMBRO

Aula de hoje: Residuos

(UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR 2/6



DEFINICAO

Uma singularidade isolada de uma fung¢do f € um ponto z = a € C tal que f ¢é analitica em

B(a, R) \ {a}

para algum R > 0, mas ndo € analitica em a. Em particular, uma singularidade isolada € dita removivel se
existe uma fung@o analitica g em B(a, R) tal que

f(2) = 8(2), Vz #a.

OBSERVACAO

Note que uma singularidade isolada é removivel se existe ¢ € C tal que a funcdo

g(z) — { f(Z), z#a,

¢, z=a,

¢é analitica numa bola centrada em a.

TEOREMA

Uma singularidade isolada z = a de f é removivel se, e somente se,

lim(z — a)f(z) = 0.

—a

il = = — Ty
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Singularidades

PoLoO
DEFINICAO
Uma singularidade isolada é dita um pdlo se existem um inteiro positivo m e uma constante ¢ # 0 tais que
a fungdo
_ | @=a)"f), z#aq,
g(z)f{ c, z=a,
¢ analitica numa bola centrada em a. O inteiro m acima € tnico e chamado de ordem do pdlo.
v
OBSERVACAO

@ Se z = aéum polo de f, entdo existe uma func¢do analitica numa vizinhanga de a que coincide com
z+— (z—a)"f(z), amenos de z = a, e ndo se anulaem z = a.

@ Se z = a é um pdlo de ordem m, entdo

lim (z — )" (2) # 0.

@ Sez=aéumpdlodef,entios

lim [/()] = o,

ou seja, dado M > 0 existe € > 0 tal que

[f(z)] > M, se0<|z—a|l <e.
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Singularidades

SERIES DE LAURENT

TEOREMA
Seja f uma fung¢@o analitica no anel
Agrr={z€C; r<|z—al <R}
Entio,
“+oo
f@= > a-a",
n=-—oo
sendo |
= 7/ —————dz, n € Z,
27i Jy (2 — a)rt!
em que ‘
() = a+ pe', t € [0,27], r < p <R.
v
DEFINICAO
Se f é como no teorema, entdo a_; € dito residuo de f em a e utilizamos a notagdo
1
— | f(R)dz = a—1 = Res f|.=a-
27i J
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Residuos

RESIiDUOS

TEOREMA

Seja f uma funcao analitica numa regido 2 exceto em um nimero finito de singularidades isoladas
ap,as, . ..,an. Considere v uma curva suave e fechada tal que nao passar por nenhum dos pontos acima e

v =~ 0 em 2. Nestas condigoes,

1 / -
o E n(7y, ax Resf‘zzak
2mi —

APLICACAO
oo x2
/ =
oo 14 V2 |
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