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22 DE AGOSTO

Aula de hoje: Equagdes de Cauchy-Rieamann
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Convergéncia de sequéncias de fungdes

CONVERGENCIA DE SERIES NUMERICAS

DEFINICAO
Sejam f, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdese f : C — C.

@ Dizemos que {f, } converge pontualmente para f se, para cada z € C tivermos, {f,(z)} convergir
para f(z), ou seja, fixado z € C e dado € > 0, existe N = N(z,€) € Ntal que

[fu(z) = f(z)| <€ ¥n>N.

Utilizaremos a notag@o f, — f.

@ Dizemos que {f, } converge uniformemente para f se dado € > 0, existe N = N(e) € N tal que
Ifu(z) —f(2)| <€ ¥n >N, VzeC.

Utilizaremos a notagao fi, —unir f.

TEOREMA

Se fu —>unir f € cada f, € continua, entdo f € continua.
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ia de sequéncias de funcoes

CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICAO

Dada uma sequéncia de fungdes f, : C — C, n € N, defini-se s, : C — C pondo
n
sn(2) =Y _fal2).
j=1

Em particular, dizemos que a série 2, f, é convergente (uniformemente convergente) quando a
sequéncia {s,} for convergente (uniformemente convergente).

TESTE M DE WEIERSTRASS

Sejaf, : C — C, n € N, uma sequéncia de fun¢des para a qual existe uma sequéncia de nimeros reais
{M,} satisfazendo
Ifn(z)| < My, ¥z € C,Vn.

Se >0 M, < oo, entdo > o2, f, é uniformemente convergente.
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Séries de poténcias

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR

DEFINICAO

Seja {an }nen uma sequéncia de nimeros reais. Pondo

b, = inf ay e ¢, = sup ap,
m>n m>n
definimos

liminfa, = lim b, = lim {inf am]
n—o00 n—oo |m>n

limsupa, = lim ¢, = lim |supan
n— oo n— 00 ”!>'l
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Séries de poténcias

SERIES DE POTENCIA

DEFINICAO
Uma série de poténcia em torno de a € C € definida através da expressao
oo
Sty
n=0
v
EXEMPLO: SERIE GEOMETRICA
Z '=—, |7 <1
n=0
v
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Séries de poténcias

RAIO DE CONVERGENCIA

TEOREMA

Considere uma série de poténcia em torno
oo}
n
> an(z—a)
n=0

e o nimero 0 < R < oo (raio de convergéncia da série) dado por
L lim sup [|a,,|1/”] .
R
@ Para |z — a| < R temos convergéncia absoluta.

@ Para |z — a| > R temos divergéncia.

@ Para0 < r < R temos convergéncia uniforme em {z; |z| < r}.

PROPOSICAO
Se série de poténcia Y2 an(z — a)" possui raio de convergéncia R, entdo
R = lim
Ap41
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Funcoes analiticas

DIFERENCIABILIDADE

DEFINICAO
Sejam G C C. Dizemos que f : G — C é diferencidvel num ponto a € G se existe o limite

@ = jim L0+ =10

@ Diferenciabilidade implica continuidade.
@ f ¢ dita diferencidvel, se o for em todo o dominio G. Neste caso, fica bem definida a funcdo
f'+ G — Cdadapor z — f'(z).

@ Uma fungdo diferencidvel f : G — C € dita continuamente diferencidvel se f/ é continua.
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Funcoes analiticas

FUNCOES ANALITICAS

DEFINICAO

Uma fungdo f : G — C ¢ analitica em G se for continuamente diferencidvel em G.

@ Soma, produto e quociente de fun¢des analiticas é também analitica.

@ Irei utilizar a notagéio <7 (G) para denotar o espago das fungdes analiticas em G. Uma notag¢do
comum é C¥(G).

TEOREMA (REGRA DA CADEIA)

Considere duas fungdes analiticas f : G — Ce g : Q — C, tais que f(G) C €. Nestas condigdes, a
composta g o f € analitica e vale

(g0f)'(2) =& (f()f (), Vz € G.

@ A demonstragdo fica como exercicio.
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Funcoes analiticas

SERIES DE POTENCIAS SAO FUNCOES ANALITICAS

TEOREMA

Considere a série f(z) = 3,2 an(z — a)", com raio de convergéncia R > 0. Fixado k > 1, considere

(oo}
=Y nn—1)...(n—k+ Day(z—a)"* 1)
n=k
a) A série em (1) tem raio de convergéncia R.
b) f é infinitamente diferencidvel em B(a, R).
c) f é analitica em B(a, R).
d) f®(z) = g(z), paratodo k > 1,Vz € B(a, R).

e) Paracadan > 0, temos

= Lo ).
n!
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Funcoes analiticas

DEMONSTRACAO (B)

@ Assumaa = 0;
@ Defina

Sn Z) Zakzk € Rn Z akZ

k=n+1

@ Considere w € B(0,R), [w| < r < Red > 0tal que Blw, 5] C B(0,r).

@ Dado z € B(w, r) temos

f@—fw) _ o(w) = [Sn(Z) = Su(w)

—w

- s’<w>} IS0 — g

—w
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Derivada nula

DERIVADA NULA

PROPOSICAO
Uma fungio f : [a,b] C R — C é diferencidvel se, e somente se, Re(f) e Im(f) sdo diferencidveis. Além
disso,

I'(x) = [Re(N)' (x) + ilim(F))' (x). )
PROPOSICAO

Sef : [a,b] C R — C é diferencidvel e f/(x) = 0, para todo x € [a, b], entdo f é constante.

TEOREMA

Sejam G C C um aberto conexo e f : G — C é diferencidvel.Se f/(z) = 0, para todo z € C, entdo f é
constante.
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Derivada nula

APLICACAO: FUNCAO EXPONENCIAL

exp(z)
Recordemos que estd bem definida a fungéo f : C — C dada por
=7
16) =305 = e

(a) exp(z) ¢ analitica em C.

) L2 o), e

dz
(c) exp(a+ b) = exp(a) exp(b), Ya,b € C.
(d) exp(z) #0,Vz € C.

(e) definindo
S 2n Z2n+ 1

n
cos(z) :Z(fl) 0 e sin(z Z(f m

chega-se em

exp(iz) = cos(z) + isin(z).
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Derivada nula

APLICACAO: LOG

OBSERVACAO

Fixadow € C\ {0}, temos z = x + iy € C solugdo de ¢* = w se, e somente se,

x=In|w|
y =arg(w) + 2kr, k € Z.

DEFINICAO

Seja G C C um aberto conexo (com 0 ¢ G). Dizemos que uma fungéo continua f : G — C é um ramo de
logaritmo em G se
z=-exp(f(z)), Vz € G.

TEOREMA

Sejam G C C um aberto conexo e f um ramo de log(z) em G. Entio, todos os ramos em G sdo da forma

2(2) = f(2) + 2kmi, k € Z.
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Derivada nula

DEFINICAO

O ramo principal de log(z) é o conjunto

G=C\{zeR; z<0}.

TEOREMA

Uma fungio ramo de log(z) é analitica.
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CAUCHY-RIEAMANN

@ Dada uma fung@o analiticaf : G — C, defina
u(x,y) = Ref (x + iy) e v(x,y) = Imf (x + iy),

paraz =x+1iy € G.

@ Um conjunto G C C aberto e conexo serd chamado de regido. (Vamos assumir que uma regiao
G C C se identifica a uma regidio em R?).

TEOREMA

Sejam u e v funges definidas numa regido G a valores reais de classe C'. Nestas condicdes, a funcio
[+ G — C dada por
f(2) = u(z) +iv(z)

¢é analitica se, e somente se, sdo vélidas as equacdes (de Cauchy-Rieamann)

Oxut = Oyv e Oyu = —0Oxv
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