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Integrais

FUNCOES EM INTERVALOS

@ Recordemos que dada uma fungdo f : [a,b] C R — C, podemos escrever

f(0) = u(®) + iv(1),

com u, v fungdes a valores reais.

DEFINICAO

Dizemos que f : [a,b] C R — C é integrdvel em [a, b] se ambas u e v o sdo. Neste caso, definimos

/ahf(t)dl = /ab u(r)de + i/ab v(t)dt

@ Assumiremos que toda fungdo ¢ : [a,b] C R — R limitada e continua por partes ¢ integrével.

Assim, se f : [a,b] C R — C é limitada e continua por partes, entdo € integrével.
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Integrais

LINEARIDADE

TEOREMA
Sejam f, g : [a,b] C R — C integréveis, u € Ce ¢ € (a, b). Temos entdo:
(a) f+ pgéintegravel e

b b b
[ 50+ nsai= [ s+ [ ewar

(b) f éintegravel em [a,c] e [c,b] e

/abf(t)dt = /acf(t)dt + /be(t)dt.

/ "ra < / " o)

(c) |f] é integrével e vale
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Integrais

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

TEOREMA
Sao vélidas:

(a) Sef:[a,b] C R — C integrdvel, entdo a fungéo F : [a, b] — C dada por
"X
Fx) = / Flo)d
a
¢ continua. Além disso, se f ¢ continua em ¢ € [a, b], entdo F ¢é diferencidvel em c e vale
F'(c) = f(c).
(b) Sef :[a,b] C R — C é diferencidvel e f/ continua, entdo
b -/
[ 7@ =5®) -1,
a

(c) Sef:la,b) CR — Cécontinuaeg : [c,d] C [a, b] é diferencidvel com g’ integrdvel, entdo

g(d) d
/.mm:/AWMMm
g(c) ¢
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DEFINICAO

Uma curva no plano complexo é uma fungdo continua v : [a,b] C R — C. O trago de v é sua imagem.
Dizemos que ~ é:

@ simples se
a<t<s<b= ~(t) #~(s), amenosque r=a e s = b;

fechada se v(a) = v(b);
contorno se ¢ fechado e simples;

suave se € derivavel e 7/ € continua;

regular se v/ (t) # 0, para cada t;
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as no plano comple

DEFINICAO

Uma curva no plano complexo é uma fungdo continua v : [a,b] C R — C. O trago de v é sua imagem.
Dizemos que ~ é:

@ simples se
a<t<s<b= ~(t) #~(s), amenosque r=a e s = b;

fechada se v(a) = v(b);
contorno se ¢ fechado e simples;

suave se € derivavel e 7/ € continua;

regular se v/ (t) # 0, para cada t;

EXEMPLOS
@ Acurvary : [0,27] — C dada por v(t) = €' é fechada e simples.
@ A cardioide é fechada e ndo simples: v(t) = (1/2 + cos(t))e'.

@ Acurvay: [0, 1] — Cdada por (1) = 1z + (1 — r)w € o segmento que une os pontos z ¢ w. Em
particular, y é simples e ndo fechada.

@ as curvas y e 3 abaixo possuem o mesmo trago

y(1) =1 €[0,2n] e B(t) = 1€ [0, 7]
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DEFINICAO

Sejam 7y : [a,b] C R — C uma curva suave e ¢ : [¢,d] C R — [a, b] um difeomorfismo de classe C'.
Dizemos que ¢ é uma mudanga de pardmetro que a novar curvay o ¢ : [c,d] — C é uma
reparametrizacao de .
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s no plano complex

DEFINICAO

Sejam 7y : [a,b] C R — C uma curva suave e ¢ : [¢,d] C R — [a, b] um difeomorfismo de classe C'.
Dizemos que ¢ é uma mudanga de pardmetro que a novar curvay o ¢ : [c,d] — C é uma
reparametrizacao de .

@ Note que se ¢ : [c,d] C R — [a, b] é um difeomorfismo, entdo temos p(c) = ae p(d) = b, ou
p(c) =bewp(d) =a

@ Por exemplo, para uma curva suave v : [a,b] C R — C e uma mudanga de pardmetro
¢ : a,b] — [a, b] dada por (1) = a + b — ttemos a reparametrizagdo

yop(t)=vla+b—1t),

que inverte a ordem no qual o traco de y € percorrido.
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Curvas no plano complexo

DEFINICAO

Sejam 7y : [a,b] C R — C uma curva suave e ¢ : [¢,d] C R — [a, b] um difeomorfismo de classe C'.
Dizemos que ¢ é uma mudanga de pardmetro que a novar curvay o ¢ : [c,d] — C é uma
reparametrizacao de .

@ Note que se ¢ : [c,d] C R — [a, b] é um difeomorfismo, entdo temos ¢(c) = a e ¢(d) = b, ou
p(c) =bewp(d) =a
@ Por exemplo, para uma curva suave v : [a,b] C R — C e uma mudanga de pardmetro
¢ : a,b] — [a, b] dada por (1) = a + b — ttemos a reparametrizagdo
yop(n) =vla+b—1),

que inverte a ordem no qual o traco de y € percorrido.

DEFINICAO (JUSTAPOSICAO)
Considere duas curvas 7, : [a,b] = Ce, : [¢c,d] — C tais que v; (b) = 72(c). A justaposi¢do delas € a
novacurva -~y : [a,b 4+ d — ¢] — C dada por

_ (1), t € [a, D],
Y1) = { z;(z-i-c—b), teb,b+d—c.
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EXEMPLO

Dadas as curvas 1, v2,7v3 : [0, 1] — C dadas por
(0 = 1y (e = 14 ity 33(0) = 1 — 1+ i(1 — 1)

a justaposicdo delas resulta numa curva cujo traco € um triangulo de vértices 0, 1 e 1 + i.
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Curvas no plano complexo

EXEMPLO
Dadas as curvas 1, v2,7v3 : [0, 1] — C dadas por
@) =t ) =1+i, 3@ =1-r+i1-1)
a justaposicdo delas resulta numa curva cujo traco € um triangulo de vértices 0, 1 e 1 + i.
.
TEOREMA
Todo contorno divide o plano em duas regides conexas €2 e €2, tais que
@ 00y = 00 = tragode v;
@ ) é limitada (chamada interior da curva);
@ ; éilimitada;
v
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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINICAO
Sejam v : [a, b] — ©Q C C uma curva suave e f : 2 — C uma fungio continua. A integral de f sobre vy é,

por defini¢do, o nimero

b
dz = "(¢)dt.
A f(2)dz / Fr@) (1)
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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINICAO
Sejam v : [a, b] — ©Q C C uma curva suave e f : 2 — C uma fungio continua. A integral de f sobre vy é,
por defini¢do, o nimero

b
= "(1)dt.
[/ @)z / Fr@) (1)

EXEMPLO
Sejamn € Z,zp € Cef : Q — C dada por

f(2) = (z—2)",

emque 2 =C,sen>0,eQ=C\{z}, sen < 0.Pondo~(t) = zo + Re'", t € [0,27] e R > 0 temos

2mi, n =1,
/yf(z)dZZ{ 0,n#1
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Integrais sob caminhos

PROPOSICAO 1

Sejam v : [a, b] — ©Q C C uma curva suave, f, g :  — C uma fungdes continuas e A € C. Entdo

A dz = d A dz.
A £(2) + Ae(2)dz L f()dz + A ¢(2)dz
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Integrais sob caminhos

PROPOSICAO 1

Sejam v : [a, b] — ©Q C C uma curva suave, f, g :  — C uma fungdes continuas e A € C. Entdo

A dz = d A dz.
A £@) + Mgz L f()dz + L ¢(2)dz

PROPOSICAO 2

Sejam v : [a, b] — Q C C uma curva suave € ¢ : [¢,d] — [a, b] uma mudanga de parAmetros e 3 a
reparametrizacio. Nestas condigdes,

[5f(2)dz, se &' (1) >0,
/f WZ{ o se ) <0,
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is sob caminhos

DEFINICAO

Seja«y : [a,b] — ©Q C C uma curva obtida da justaposi¢do de curvas suaves yj,j = 1, ..., k. Dada uma

fungdo f : @ — C continua, defini-se
k
=5 f
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DEFINICAO

Seja«y : [a,b] — ©Q C C uma curva obtida da justaposi¢do de curvas suaves yj,j = 1, ..., k. Dada uma

fungdo f : @ — C continua, defini-se

/f(z i/

EXEMPLO

Considere f(z) = z. Entdo,

Af(z)dz =

em que o trago y € o tridngulo de vértices 0, 1 e i (no sentido anti-horario).
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