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7 DE SETEMBRO

Aula de hoje: Formula Integral de Cauchy
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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINICAO
Sejam 7 : [a, b] — ©Q C C uma curva suave e f : £ — C uma fungio continua. A integral de f sobre v é,
por defini¢do, o nimero

b
/ Fle)de = / FOvO) (1)

DEFINICAO

Seja~y : [a,b] — ©Q C C uma curva obtida da justaposi¢do de curvas suaves yj, j = 1, ..., k. Dada uma
funcdo f : 2 — C continua, defini-se

A fR)dz = Z / )z

j=1"7

@ Uma justaposi¢do de caminhos suaves serd chamada de caminho.
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Integrais sob caminhos

PRIMITIVAS

DEFINICAO
Dada uma funcéo f : Q — C, dizemos que F : 2 — C € uma primitiva de f se F € analiticaem 2 e

F'(z) =f(2), V2 € Q.

PROPOSICAO

Sejam 7 : [a, b] — € um caminho e f : 2 — C uma fungdo continua. Se F é uma primitiva de f, entdo
condigdes

[ £ = o) - Fr(a)).
:

Em particular, se v € fechada, entdo

A f(2)dz = 0.
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Integrais sob caminhos

DEFINICAO

Sejay : [a,b] — © C C uma curva suave. Definimos o nimero (comprimento de -y) pondo

b
0y) = / I (O)lde.

Em particular, se v € uma justaposi¢do de curvas suaves v;,j = 1,.. ., k, entdo

k k b
() =Yt =Y [
=1 j=174a

PROPOSICAO

Sejam v : [a, b] — © um caminho e f : 2 — C uma fungio continua. Nestas condigdes,

ﬂ f(z)dz

em que v* denota o trago de . Em particular, se |f(z)| < M, para todo z € €2, entéo

/Wf(z)dz

<L) max If @)1,

< Me(v).
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Integrais sob caminhos

FORMULA INTEGRAL DE LEIBNIZ

TEOREMA
Considere ¢ : [a,b] X [c,d] — C uma fung¢do continua e defina g : [¢,d] — C pondo

b
o) = [ ols.0as.

O¢
Nestas condigdes, g € continua. Além disso, se 6— existe e € continua, entdo:
t

@ g ¢ diferencidvel;
@ ¢’ é continua;

@ vale aigualdade
b9

(¢ :/ 2 (s, 1)ds.

g0 = | 5 s

EXEMPLO

2T s
p ds =2m, |z] < 1.
0o €e¥—z
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Formula Integral de Cauchy

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

TEOREMA

Sejas f : © — C uma fungdo analitica no aberto @ C C e Bla, r] C Q2. Nestas condi¢des, dada a curva
V(1) =a+re", 1 € [0,27],
vale a igualdade

flz) = ZLm[Y Fw) dw, |z —a| < r.

w—=2

@ Na demonstracio iremos assumir a = 0 e r = 1, pois podemos definir g : G — C pondo
g(z)=fla+r)e
1
G= {w: —(z—a), ZEQ}.
r

@ Assim, podemos considerar B[0, 1] C Q.

@ Em particular, (1) = €"
@ Defina

o(t,5) = w t€01,1], s € [0,2x].
— 2
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FUNCOES ANALITICAS E SERIES

@ Note que se |z — a| < re w pertence a imagem da curva y(t) = a + re’’, t € [0, 27], entdo

@ Segue disto que
|: o (z—a)" :|
—— | dw
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Expansao em séries de funcdes analiticas

INTEGRACAO X CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICAO

Sejam f;, : C — C, n € N uma sequéncia de fungdes e f : C — C. Dizemos que {f,} converge
uniformemente para f se dado € > 0, existe N = N(e) € N tal que

Ifa(z) —f(z)| <€, Vn >N, Vz€C.

TESTE M DE WEIERSTRASS

Sejaf, : C — C, n € N, uma sequéncia de fungdes para a qual existe uma sequéncia de nimeros reais
{M,} satisfazendo
Ifa(2)| < My, Vz,Vn

Se > 2 M, < oo, entdo > o2, f, é uniformemente convergente.

LEMA

Sejam {f, } uma sequéncia de func¢des continuas que converge uniformemente para f. Dada uma curva y
(contida no dominio de convergéncia) temos que

/7 f(@)dz = lim A fa(2)dz.

4
= = = Tyt
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Expansao em séries de funcdes analiticas

SERIES DE POTENCIAS SAO FUNCOES ANALITICAS

TEOREMA
Considere a série f(z) = 3,2 an(z — a)", com raio de convergéncia R > 0. Fixado k > 1, considere

(oo}
g2)=> _nn—1)...(n—k+an(z —a)"*. 1)
n=k
a) A série em (1) tem raio de convergéncia R.
b) f é infinitamente diferencidvel em B(a, R).
c) f é analitica em B(a, R).
d) f®(z) = g(z), paratodo k > 1,Vz € B(a, R).

e) Paracadan > 0, temos

an = lf(n> (a).
n!
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TEOREMA

Seja f uma fungdo analitica em B(a, R). Nestas condicdes,

o0
fR) =) a(z—a)", z—al <R,
=0
sendo que esta série tem raio de convergéncia > R e

1
an = 7']”(”) (a).
n!
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Expansao em séries de funcdes analiticas

COROLARIO
Sejaf :  — C analitica.
(a) Sea € G, entdo

f@) = a(z—a)", |z—a| <R = d(a,09).

n=0
(b) f € infinitamente diferencidvel.

(c) SeBla,r] C Q, entdo

! Fw) 4
F(a) = %/ mdw7 ~y(t) = a+re", t € [0,27].
-
v
PROPOSICAO
Seja f é analitica em B(a, R) .
(a) Se|f(z)] < M,Vz € B(a,R), entdo
M
(n) n
@) <
(b) Se ~y é uma curva suave e fechada em B(a, R), entdo
/ f(z)dz = 0.
5
= - — - - 4 NJ
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