CMM 109
Toépicos de Anélise 11T
S2 - 2024

Prof. Fernando de Avila Silva
Dep. de Matematica - UFPR

'S\ PPGME

“v ’ Pro%ama de Ps-Graduagdo
em Matemética

UFPR

DMAT - UFPR UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S2-2024

1/8



Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdbnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periodica: se existe T > 0 tal que ¢(t + T, x) = ¢(t,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular niio periddica: ¢(z,x) # ¢(s,x), para todo ¢ # s. Neste caso,
dizemos que x é um ponto regular ndo periddico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(r,x) = x, para todo 7 € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.

m ——— —= =
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Trajetérias

ESTABILIDADE (LIAPUNOYV)

@ No que segue, f : A — R" denota um campo de classe C' no aberto A C R". Também
assumiremos que o fluxo ¢(#, x) estd definido em R x A.
DEFINICAO
Seja xo um ponto de equilibrio do campo f.

@ diz-se que xp € estavel se, para qualquer € > 0, existe & > 0 tal que

x € ANBs(xo) = ||p(t,x) — x0| <€, t>0.

@ diz-se que xj é assintoticamente estavel se é estavel e § pode ser escolhido de modo que

para todo x € AN B(xo) tem-se

lim ¢(t,x) = xo.

t— o0
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Trajetérias

TEOREMA DE LIAPUNOV

NOTACOES
Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
@ Denotamos por Df (xo) a derivada de f em xo.

@ Dizemos que xo é um pogo de f se todos os autovalores de Df (xo) tem parte real
negativa. Ou seja, se xo € um pogo do campo linear

y' = Ay, sendo A = Df(xo).

TEOREMA (LIAPUNOYV)

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R". Se xo é
um poco de f, entdo xp ¢ uma singularidade assintoticamente estdvel para f.
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Trajetérias Preliminares

PRODUTO INTERNO ADAPTADO

@ Dadaumabase B = {vi,...,v,} de R" podemos definir o produto interno

n

(xy)s =Y B,

j=1
sendox = >7° | ayv; e y =, fBv;. Em particular, temos a norma

1/2

n

2

lells = §> o
j=1

LEMA

Seja A € M(n) uma matriz real tal que para qualquer autovalor A tem-se C; < R(\) < C.
Existe entdo uma base 3 de R" tal que

Ci < {(Ax,x)g < G, Vx € R"; [x]s = 1.
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Trajetérias Preliminares

DERIVADA DO PRODUTO INTERNO E LIMITE SUPERIOR

LEMA
Sejam [-] a norma associada a um produto interno (-, -) em R" e p : I C R — R" um caminho
diferencidvel. Entdo, para cada ¢ € I, valem as igualdades

d

a d W O.00) g

[n()F =207 (0 m(0) & O] = s

DEFINICAO
Dada um fungdo g : R" — R defini-se, quando existe,

lim sup g(x) = inf { sup g(x)} .

x—=0 620 | o<|lx||<s
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Instabilidade

SINGULARIDADE INSTAVEL

DEFINICAO

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
Dizemos que xo € instavel se ndo é estdvel.

TEOREMA

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R". Se
Df (xo) possui algum autovalor com parte real positiva, entdo xo € uma singularidade instdvel

para f.

EXEMPLO

Os pontos (¢7,0), com £ € Z impar, sdo singularidades instdveis do campo

f0,w) = (w, —gsin(f) — kw), k > 0,
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