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Aula 2-16/03

16 DE MARCO

Aula de hoje: Existéncia e unicidade das solucdes (Parte I)

O problema de Cauchy;
Aproximagdes sucessivas;
Espacos métricos completos (uma brevissima introdugao);

Alguns espacos de funcdes;

Teorema de Banach para o ponto fixo de contragdes;
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Objetivo

O GRANDE OBJETIVO

PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Considere o problema

{-ﬂ:fM@, 0

x(l‘()) = Xo,

no qual f = f(¢, x) é uma fungio definida num aberto U C R x R" a valores em R".

DEFINICAO
Uma solugdo da equagdo (2) em U é uma fungdo (ou caminho) x : I — R" que é derivdvel num
intervalo I C R contendo fy cujo grifico estd contido em U e satisfaz a igualdade

X (1) = f(t,x(1)), V1 € 1.
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O GRANDE OBJETIVO

PROBLEMA DE VALOR INICIAL

{-ﬂ:fM@, 0

x(l‘()) = Xo,

Considere o problema

no qual f = f(¢, x) é uma fungio definida num aberto U C R x R" a valores em R".

DEFINICAO

Uma solugdo da equagdo (2) em U é uma fungdo (ou caminho) x : I — R" que é derivdvel num
intervalo I C R contendo fy cujo grifico estd contido em U e satisfaz a igualdade

X (1) = f(t,x(1)), V1 € 1.

TEOREMA (T.E.U.)

of . . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma un¢ao continua tal que 8—f exista e seja continua em U.
X

Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (#,x0) € U, existe uma tnica solucdo do P.V.L. (2)
definida num intervalo aberto (fo — «, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > 0.

v
= = = = Tyt
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SOBRE A NOTACAO

@ Comof:U C R xR"— R", entdo o denota a fung¢ao
X

0.
of .
i U— M(n),
dada por
of _ | of
Ox (£,%) = | Ox; (t,%) sn
[, O O () ]
%}C‘l ( ) ) %}CZ (t7'x) %}n (t7x)
2 2 2
_ 87)(1(1‘7)() aixz(l,)C) %(LX)
o, : o, : %
o (t,x) o5, (t,x) ... ox, (t,x) |
@ Assim, ? é continua em U se, e somente se, cada % é continua em U.
x Xj
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MOTIVACAO

@ Considere o problema

{ ¥ =20, o
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MOTIVACAO

@ Considere o problema

{ ¥ =20, o

UMA FUNCAO AUXILIAR
Seja T : F — F aaplicagdo
t
1) =0+ [ ¥(s)ds,

0]

sendo F um espaco de fungdes adequado.
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MOTIVACAO

@ Considere o problema

{ ¥ =20, o

UMA FUNCAO AUXILIAR
Seja T : F — F aaplicagdo
t
1) =0+ [ ¥(s)ds,

0]

sendo F um espaco de fungdes adequado.

@ Note que x é soluc@o do problema acima se, e somente se, ¢ um ponto fixo de 7', ou seja,

T(x) = x.

@ Considere entdo y; = xo e defina

Yor1 = T(yn), n € N.
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UMA IDEIA

@ Considerando entdo o problema geral

{ x :f(lvx)v (3)

x(l‘o) = X0,

no qual f = f(¢,x) é uma funcdo definida num aberto U C R x R" a valores em R".
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x(l‘o) = X0,
no qual f = f(¢, x) é uma fungdo definida num aberto U C R x R" a valores em R".
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UMA IDEIA

@ Considerando entdo o problema geral

{ X =f(tx),

x(l‘o) = X0,

no qual f = f(¢, x) é uma fungdo definida num aberto U C R x R" a valores em R".

@ Novamente, podemos definir o operador 7 : F — F pondo
t

10) =0+ [ Fls()ds,
fo

sendo F um espago de fungdes adequado.

@ Assim, x € solugdo do problema se, e somente se, ¢ um ponto fixo de 7, ou seja,

T(x) =x.
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UMA IDEIA

@ Considerando entdo o problema geral

{ X =f(tx),

x(l‘o) = X0,

no qual f = f(¢, x) é uma fungdo definida num aberto U C R x R" a valores em R".

@ Novamente, podemos definir o operador 7 : F — F pondo

r0) =+ [ Fls,3(s))ds,

sendo F um espago de fungdes adequado.
@ Assim, x € solugdo do problema se, e somente se, ¢ um ponto fixo de 7, ou seja,
T(x) =x.
@ Podemos ainda tomar y; € F, com yi(fy) = xo e definir

Yng1 =T (yn), n € N.
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PERGUNTAS

@ Qual é esse espago de fungdes F?
@ Que tipo de convergéncia esperamos para o limite lim,— oo yn?

@ Como garantir que T possua dnico ponto fixo?

MATE 7010 S2-2024
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Espaco métricos

ESPACO METRICOS

DEFINICAO (METRICA)

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma fungdo d : M x M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D2) d(x,y) =0 <= x=1y.

(D3) d(x, ) d(y, x) para todo x,y € M. (Simetria)
(x,y

(D4) d < d(x,z) + d(z,y) para todo x, y, z € M. (Desigualdade Triangular)
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spaco métricos

ESPACO METRICOS

DEFINICAO (METRICA)

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma fungdo d : M x M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D2) d(x,y) =0 <= x=1y.

(D3) d(x, ) d(y, x) para todo x,y € M. (Simetria)
(D4) d(x,y

< d(x,z) + d(z,y) para todo x, y, z € M. (Desigualdade Triangular)

@ Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espaco Métrico e quando seja
necessdrio este serd denotado por (M, d).

@ Se consideramos num conjunto M duas métricas, digamos d; e d>, entdo teremos dois
espacos métricos My = (M,d\) e M» = (M, d>).

@ Se (M,d) éum espago métrico e X C M € um subconjunto, entdo podemos considerar o
espaco métrico (X, d) sendo d a restri¢do de d ao conjunto X x X. (Dizemos que déa
métrica induzida por d).
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Espaco métricos

O EXEMPLO QUE NOS INTERESSA: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx
(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V.

MATE 7010 S2-2024
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Espaco métricos

O EXEMPLO QUE NOS INTERESSA: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx
(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V.

@ Opar (V, ] -||) é dito ser um espagco normado.
@ Se (V,| - ||) é um espago normado e W é um subespago vetorial de V, entéo temos o
espago normado (W, || - ||w), sendo || - ||w a restricdo de || - || sobre W.
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Espaco métricos

O EXEMPLO QUE NOS INTERESSA: ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num K-espaco vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

, para todo A € K e para todo x € V;

(N2) [[A-xll = [Alllx
(N3) e+ Il < [lxll + lIyll, vx,y € V.

@ Opar (V, ] -||) é dito ser um espagco normado.
@ Se (V,| - ||) é um espago normado e W é um subespago vetorial de V, entéo temos o
espago normado (W, || - ||w), sendo || - ||w a restricdo de || - || sobre W.
PROPOSICAO
Num espago normado (V, || - ||) tem-se a métrica (induzida por || - ||):

d(x,y) = |l = yllw-
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¢o métricos

O ESPACO EUCLIDIANO

@ Considere R" com sua estrutura natural de espago vetorial real e assuma fixada a base
candnica. Dado x € R", escreva x = (x1,...,%,).

@ Em R” temos as seguintes normas:

1/2
n

n
2
= (0]l = 3ol e el = s b
J= J=

MATE 7010 S2 -2024 10719



¢o métricos

O ESPACO EUCLIDIANO

@ Considere R" com sua estrutura natural de espago vetorial real e assuma fixada a base
candnica. Dado x € R", escrevax = (x1,...,%,).

@ Em R” temos as seguintes normas:

1/2
n

n
2
= (0]l = 3ol e el = s b
J= J=

Normas equivalentes

E possivel mostrar que em R" todas as normas sdo equivalentes, isto é, dadas duas normas
Il - |l el -]l2, existem contantes a, b tais que

allx[[y < flxll> < blxlli, Vx € R".
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Espaco métricos

ESPACOS DE FUNCOES

@ Sejam X um conjunto arbitrario e f : X — R uma fun¢@o. Dizemos que f € limitada se
existe K > 0 tal que
If(x)] <K, Vx € X.

@ O conjunto das fungdes limitadas de X em R serd denotado por Z(X; R).
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paco métricos

ESPACOS DE FUNCOES

@ Sejam X um conjunto arbitrario e f : X — R uma fun¢@o. Dizemos que f € limitada se

existe K > 0 tal que
If(x)] <K, Vx € X.

@ O conjunto das fungdes limitadas de X em R serd denotado por Z(X; R).

Uma norma em A(X; R)
A fungdo || - || : (X;R) — R definida por

If1l = sup ()

define uma norma em % (X; R), chamada de norma da convergéncia uniforme.

Uma norma em % (I; R")

Sejam I C R intervalo compacto e € (I; R") o espago das fungdes continuas f : I — R". Entéo
temos a norma

Il = sup [If (Ol = max £ )l

= = = = = ET

a (UFPR) MATE 7010 S2-2024 11/19




Espacos métricos completos

SEQUENCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M converge para x € M se: dado € > 0 existe no € N tal
que
d(xn,x) <€, VYn > ng.

@ Utilizaremos a notagdo

lim x, = x, ou simplesmente, x, — x.
n— o0

@ Exercicio: Se x, — xex, — y, entdo x = y.
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Espacos métricos completos

SEQUENCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M converge para x € M se: dado € > 0 existe no € N tal
que
d(xn,x) <€, VYn > ng.

@ Utilizaremos a notagdo

lim x, = x, ou simplesmente, x, — x.
n— o0

@ Exercicio: Se x, — xex, — y, entdo x = y.

SEQUENCIA DE CAUCHY

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M é de Cauchy se: dado ¢ > 0 existe np € N tal que

nym > ny = d(xn,xm) < €.
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Espaco métricos Espacos métricos completos

ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO
Um espaco métrico M é dito completo se toda sequéncia de Cauchy € convergente. Em

particular:
@ Um espaco normado completo € dito Espaco de Banach

@ Um espago com produto interno completo é dito Espago de Hilbert

MATE 7010 S2-2024 13/19
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Espaco métricos Espacos métricos completos

ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO
Um espaco métrico M é dito completo se toda sequéncia de Cauchy € convergente. Em
particular:

@ Um espaco normado completo € dito Espaco de Banach

@ Um espago com produto interno completo é dito Espago de Hilbert

EXEMPLOS
(a) K" é completo.
(b) Todo espago normado de dimensao finita é Banach.

(c) Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.

(d) O espaco % (I;R") com a norma da convergéncia uniforme é completo.
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Espaco métricos Espacos métricos completos

PONTO DE FIXO DE BANACH PARA CONTRACOES

TEOREMA
Seja (M, d) um espago métrico completo. Se f : M — M é uma contragio, isto &, existe

0 < a < 1talque
d(f(x),f(y)) < od(x,y), Vx,y €M,

entdo f tem um dnico ponto fixo, isto é, existe um tnico X € M tal que f (%) = *.
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Espaco métricos Espacos métricos completos

PONTO DE FIXO DE BANACH PARA CONTRACOES

TEOREMA
Seja (M, d) um espago métrico completo. Se f : M — M é uma contragio, isto &, existe

0 < a < 1talque
d(f(x),f(y)) < od(x,y), Vx,y €M,

entdo f tem um dnico ponto fixo, isto é, existe um tnico X € M tal que f (%) = *.

COROLARIO

Sejam (M, d) um espago métrico completo e f : M — M uma funcdo. Se existe k € Ny tal que
f* & uma contracfo, entdo f possui um tdnico ponto fixo a € M tal que

lim f"(x) = a, Vx € M.

n—oo

(Dem: Coroldrio 8.6 no livro do Lopes)
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Existéncia e unicidade

RETORNEMOS AO PROBLEMA PRINCIPAL

TEOREMA (T.E.U.)

af . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que il exista e seja continua em U.

Ox
Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (z,x0) € U, existe uma tnica solu¢do do P.V.L.
¥ = £(1,%)
) ) 4
{ x(t()) = X0, @)
definida num intervalo aberto (fo — «, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > O.
v

@ Tiética para a demonstragdo: iniciar com algumas hipéteses extras...
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Existéncia e unicidade

A HIPOTESE LIPSCHITZ

DEFINICAO
Dizemos que uma funcdo f : U C R x R" — R" € lipschitziana na varidvel espacial em U se

existe K > 0 tal que
(5, %) = f (&, )| < Kllx = yll, ¥(t,%), (1,y) € U.
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A HIPOTESE LIPSCHITZ

DEFINICAO
Dizemos que uma funcdo f : U C R x R" — R" € lipschitziana na varidvel espacial em U se
existe K > 0 tal que

(5, %) = f (&, )| < Kllx = yll, ¥(t,%), (1,y) € U.

HIPOTESE
Suponha que tenhamos um intervalo / tal que (t,x0) € I x R" C U.
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Existéncia e unicidade

A HIPOTESE LIPSCHITZ

DEFINICAO
Dizemos que uma funcdo f : U C R x R" — R" € lipschitziana na varidvel espacial em U se
existe K > 0 tal que

(5, %) = f (&, )| < Kllx = yll, ¥(t,%), (1,y) € U.

HIPOTESE
Suponha que tenhamos um intervalo / tal que (t,x0) € I x R" C U.

@ Paracaday € €(I;R"), defina
t
Ty(t) = xo + / F(s,y(s))ds, t € 1.
fo

@ Note que x € solucdo de (5) se, e somente se, 7x = x.
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Existéncia e unicidade

@ Note que 7y € €(I;R"), ouseja, T : €(I;R") — €' (I;R").

@ Mais ainda, se supormos que / é um intervalo compacto, entdo % (I; R") é um espaco

métrico completo (ou um espago de Banach).

MATE 7010
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Existéncia e unicidade

@ Note que 7y € €(I;R"), ouseja, T : €(I;R") — €' (I;R").

@ Mais ainda, se supormos que / é um intervalo compacto, entdo % (I; R") é um espaco
métrico completo (ou um espago de Banach).

LEMA
Seja K > 0 uma constante de Lipschitz de f em I x R". Entdo, dado m € N,

"n " Km m
T"8(1) = T"h(1)| < v lr = 10" llg — All,

para quaisquer g,h € € (I;R") etodot € T.
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Existéncia e unicidade

UM PRIMEIRO RESULTADO

TEOREMA 1

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fung¢io continua. Assuma que [a,b] x R" C Uequef é
lipschitziana na varidvel espacial em [a, b] x R". Nestas condi¢des, dados qualquer ponto
(to,x0) € [a,b] x R", existe uma tdnica solugéo do P.V.I

{ ¥ :f(tvx)a (5)

x(l()) = X0,

definida no intervalo [a, b].
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Existéncia e unicidade

APLICACAO

TEOREMA 2
Sejam A : I — M(n) e b : I — R" dois caminhos continuos num intervalo I C R. Ento,
dados quaisquer f € I e xo € R", existe uma tnica solugdo do P.V.I.

{ X =A(t)x+b(1),

x(to) = Xo,

definida no intervalo /. )
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Existéncia e unicidade

APLICACAO

TEOREMA 2

Sejam A : I — M(n) e b : I — R" dois caminhos continuos num intervalo I C R. Ento,
dados quaisquer f € I e xo € R", existe uma tnica solugdo do P.V.I.

{ X =A(t)x+b(1),

x(to) = Xo,

definida no intervalo /.

COROLARIO

Se A = [aij]nxn € uma matriz real, entdo dado xo € R" existe dnica solugdo do P.V.L

definida em R.
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