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Exponencial de matrizes

DEFINICAO

A exponencial de uma matriz A € M(n) € por defini¢do ¢* = Y12
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Exponencial de matrizes

DEFINICAO

4 , . A*
A exponencial de uma matriz A € M(n) é por defini¢io ¢* = oo R

TEOREMA

A série
o0
*A*
k!

k=0
converge em R, uniformemente em cada intervalo compacto. Além disso,

At
(a) d; = A", come’ =1I;
(b) ) =M™ paratodor,s € R;
(¢) [ = e, paratodor € R;

(d) Se B,C € M(n), entdo

(d1) Se BC = CA, entio e’BC = Ce™, paratodo t € R.

(d2) Se AB = BC, entido
ATE) — e i e R.
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:
(@ ¢'=Qe07"
(b) se B = diag(ki,...,kn), entdo e* = Qdiag(e™, ... e")Q™";

a
—b

cos(b)  sin(
—sin(b) cos(b)

(c) seB= [

b -
4 },entaoe":e“[
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:

(@ ¢'=Qe07"
(b) se B = diag(ki,...,kn), entio e* = Qdiag(e™, ..., e™)Q™";

cos(b)  sin(b)

a (
—sin(b) cos(b)

(c) seB= [ b

b -
a },entaoe":e“[

@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(Ay, . ..,An), entdo

et = diag(e™, ..., e").
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:
(@ ¢'=Qe07"
(b) se B = diag(ki,...,kn), entio e* = Qdiag(e™, ..., e™)Q™";

| a b ~ A _ 4| cos(b) sin(b)
(c) seB= [ b a } ,entdo ¢’ = ¢ [ —sin(b) cos(b)
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(Ay, . ..,An), entdo
et = diag(e™, ..., e").
¢ Ef
@ Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe £ € N tal que A® = 0, entio e = im0 R
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O cilculo da exponencial

PROPOSICAO
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:
(@ ¢'=Qe07"
(b) se B = diag(ki,...,kn), entio e* = Qdiag(e™, ..., e™)Q™";
| a b ~ A _ 4| cos(b) sin(b)
(c) seB= [ b a } ,entdo ¢’ = ¢ [ —sin(b) cos(b)
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(Ay, . ..,An), entdo
et = diag(e™, ..., e").
E*
@ Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe £ € N tal que A® = 0, entio e = Zf:o R
@ Sejam A € Re J(A\) = M + E, sendo E a matriz nilpotente
—1
010 ... 0 e L B
00 1 0 2 (n—1)!
0 1 1 0
E=|: @ : = |, entio /™ =¢"
PO h 00 1 ‘
0 0 O 1
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O cilculo da exponencial

FORMA CANONICA DE JORDAN 2 x 2

@ Note entdo que podemos calcular as exponenciais de matrizes 2 X 2 através forma
candnica de Jordan, poise se A1, A2 sdo as duas raizes do polindmio caracteristico de
AeMQ2):

Q se M, 2 €Re )\ # X\, entdio A ~ A0 .
0 X
Q sed=X =X €ERe

. - X O
(a) dim(Vy,) =2,entdo A = < 00 o ) = Nol.
X O
1

“)

@ se\i=a+t+ibedr=a—ib,b#0,entio A ~ ( _ab la? )

(b) dim(Vy,) = 1,entdo A ~ (
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