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Exponencial de matrizes

DEFINIÇÃO

A exponencial de uma matriz A ∈ M(n) é por definição eA =
∑∞

k=0
Ak

k!
.

TEOREMA

A série
∞∑

k=0

tkAk

k!

converge em R, uniformemente em cada intervalo compacto. Além disso,

(a)
deAt

dt
= AeAt, com e0 = I;

(b) eA(t+s) = eAteAs, para todo t, s ∈ R;

(c) [eAt]−1 = e−At, para todo t ∈ R;

(d) Se B,C ∈ M(n), então

(d1) Se BC = CA, então etBC = CetA, para todo t ∈ R.
(d2) Se AB = BC, então

et(A+B) = etAetB, ∀t ∈ R.
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O cálculo da exponencial

PROPOSIÇÃO

Sejam A,B ∈ M(n) tais que A ∼Q B. Então:

(a) eA = QeBQ−1;

(b) se B = diag(κ1, . . . , κn), então eA = Qdiag(eκ1 , . . . , eκn)Q−1;

(c) se B =

[
a b
−b a

]
, então eA = ea

[
cos(b) sin(b)
− sin(b) cos(b)

]

Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A1, . . . ,Am), então
eA = diag(eA1 , . . . , eA2).

Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe ℓ ∈ N tal que Aℓ = 0, então eE =
∑ℓ

k=0
Ek

k!
.

Sejam λ ∈ R e J(λ) = λI + E, sendo E a matriz nilpotente

E =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 , então etJ(λ) = eλt



1 t
t
2

. . .
tn−1

(n − 1)!
0 1 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 1 . . . t
0 0 0 . . . 1


.
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O cálculo da exponencial

FORMA CANÔNICA DE JORDAN 2 × 2

Note então que podemos calcular as exponenciais de matrizes 2 × 2 através forma
canônica de Jordan, poise se λ1, λ2 são as duas raízes do polinômio característico de
A ∈ M(2):

1 se λ1, λ2 ∈ R e λ1 ̸= λ2, então A ∼
(

λ1 0
0 λ2

)
.

2 se λ0 = λ1 = λ2 ∈ R e

(a) dim(Vλ0) = 2, então A =

(
λ0 0
0 λ0

)
= λ0I.

(b) dim(Vλ0) = 1, então A ∼
(

λ0 0
1 λ0

)
.

3 se λ1 = a + ib e λ2 = a − ib, b ̸= 0, então A ∼
(

a b
−b a

)
.
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