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Exponencial de matrizes

EXPONENCIAL DE MATRIZES

A série
o0
A tkAk
B k!’
k=0
converge uniformemente em cada intervalo compacto. Além disso:
de?!

(a) - = Ae*t com e’ = I;

(b) eX*9) = eAs paratodo t, s € R;

(c) [eM] "' = e ™, paratodo t € R;

(d) Se BC = CA, entdo e?C = Ce™, paratodo t € R.
(e) Se AB = BA, entao

eAB) — g"g® vt c R,
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O caélculo da exponencial

PROPOSICAO
@ Sejam A, B € M(n) tais que A ~q B. Entéo:
(a) e*=QefQ;
(b) se B = diag(ks,...,rn), entdo &' = Qdiag(e*',...,e"")Q™";

| a b ~ A _ _al| cos(b) sin(b)
(c) se B= [ b a } ,entéao e’ = e —sin(b) cos(b)
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(As, ..., Am),
entdo e* = diag(e™, ..., e™).
@ Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe ¢ € N tal que A’ =0, entao
Ek
ef =Y K
@ Sejam A € R e J(A\) = M + E, sendo E a matriz nilpotente
n—1
0 1 o0 0 1t é h
0 01 0 01 1 0o
E=|: : : = |, entio e’ =¢" _
0 00 ... 1 :
000 ..0 001 !
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Blocos de Jordan

BLocoSs DE JORDAN

@ Para um numero real A definimos por Jx(¢) € M(¢) o bloco de Jordan real e

tamanho £.

@ Para um nimero complexo y = a + ib definimos por J,5(£) € M(2¢) o bloco de

Jordan coplexo e tamanho 2/.
@ Geometricamente:

rA 0 0O ... 0 O
1 A o ... 0 O
0 1 A ... 0 O
INOES
0
L 0 0 D
sendo
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Blocos de Jordan

FORMA CANONICA DE JORDAN

TEOREMA (FORMA CANONICA DE JORDAN)
Se A€ M(n), entdo A ~q J em que
J =diag(J1, Jo, ..., Jr) € M(n),

sendo que cada J; € um bloco de Jordan, real ou complexo. A matriz J é Unica, a
menos da ordem dos blocos na diagonal.

NOTE ENTAO QUE
e’ = Qe’Q™" = Qdiag (e"1 e eJ’) Q!
e que para J, » temos

o _ | €7cos(b)  €e%sin(b)
o = [ —e‘"fzisn(b) eazos(b) ]
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Blocos de Jordan

EXEMPLO

@ Os autovalores da matriz

1 0o -2
A=| -5 6 11
5 -5 -10

SéO)\121,>\2:—2+ie)\3=—2—i,|090

1 0 O
- (3 ) e (3% 1)

@ Assim,

e 0 0
e"=Q| 0 e2cos(1) e Zsin(1) | Q7"
0 —e2sin(1) e 2cos(1)
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN REAL

@ Para um bloco real J»(¢) temos que

com Gi(£)* = 0.

In(l) = Mexe + Gi(€),

@ Uma vez que Ay« comuta com G (¢), entdo

e — M gGi(0)
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN COMPLEXO

@ Para um bloco real Ji(¢), escrevamos Jx (€) = J3(€) + Gy 4(¢), sendo

N(0) = diag(Jap, Jap, - - -, Jap) € M(20) e
0 0 0 0
cl 0 0 0
Gc,/(ﬁ) _ 0 cl 0 0
0 0 cl
@ Uma vez que Gf ,(¢) = 0, entdo
i / 0 0
cl / 0
CZ
EI cl /
Ge,1(£) c® c?
g% c ¢
3! / 2! /
Z.—1 Z.—Z Z.—3
c ;£ 5
-0l @—2p ([@-3)
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@ Note que e’»> = e?R), sendo

| cos(b) sin(b)
Fo = { —sin(b) cos(b) ]

@ Assim,
0
e’avY) = ediag (Rp, Rb, . .., Rb) .

@ Agora, temos que J2 ,(¢) comuta com Gy, (£), donde e’at = e%26(0gC1,1(0) g

entao
r Ry 0 0 .0 0
Rb Rb 0 0
]
5iRo Ry Ry 0
Jab_ 1 1
e+’ = _ _
TR TR
: : : 0
' g L= ' g R, R
R T () TR (. ) T
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXEMPLO

@ Os autovalores da matriz
-2 -3 1 4 —4
-3 -9 1 5 —1
A= o -1 -1 1 -1
-5 14 2 9 -4
-3 -9 0 7 -4

880 Mp3=—-1, M =—-2+iels=-2—1ilogo

-1 0 0 o 4
J,1(3) = 1 -1 0 € J,2’1(1) = ( _1q ) )
0 1 -1
@ Assim,
e 0 0 0 0
e’ e 0 0 0
=Q 67 e e’ 0 0 Q"
0 0 0 e ?cos(1) e 2sin(1)
0 0 0 —eZ%sin(1) e 2cos(1)
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

SOLUCOES DE x’ = Ax

@ Note que a solugao do problema

{ §/(0:) iXXo

é entao

x(t)e"'x = Qe" Q™' xo = Qdiag (e"", e ..., eJ”) Q 'x

@ Para um bloco real Jj (¢) temos e»(*) = *e%(9) sendo

[ 1 0 0
t 1 0
t2
21 t 1
et — £ £
3! 2!
02;1 tZLZ téfs
L=y =2y (-3
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

@ Para um bloco complexo teremos {J 5 = Jia,1n, donde

glab — gla — eathb

@ Assim:

i Rt 0 0 ... 0 0 ]

Rt Rbt 0 ... 0 o0

£
ERbt Rt Ry ... 0 0
Wap(€) _ pat té I . . . i
et =e 31 et o1 At - - N
: : : 0
1 f-2 $-3
I (6—1)!Rbt (E—Z)!Rb' mﬁm ... R Ry |
sendo

cos(bt)  sin(bt)
—sin(bt) cos(bt)
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

EXEMPLO

@ Para o sistema x’ = Ax, x(0) = xo, com

2 3 1 4 -4
-3 -9 1 5 -1

A= 0 -1 -1 1 -1
5 —14 2 9 -4
-3 -9 0 7 -4

teremos
x(t) = e*'xo = Qe Q"

e! 0 0 0 0

te’t e!' 0 0 0

2

=Q %ef’ te™! e! 0 0 Q 'x
0 0 0 e Zcos(t) e %sin(t)

0 0 0 —eZsin(t) e cos(t)
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Blocos de Jordan Solugdes de x’ = Ax

TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solucédo de
x" = Ax € uma combinacao linear das fungbes

t— t/e® cos(bt) e t— t'e sin(bt)

com0<j<n-—1ea,becRtaisque A\ = a+ ibé um autovalor de A.
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Retrato de fase 3 x 3

RETRATO DE FASE 3 x 3

@ Considere um sistema x’ = Ax, com A € M(3), de modo que a forma de Jordan
de A possua dois blocos J; = [1] e J» de tamanhos 1 x 1e2 x 2,
respectivamente. Pelo que vimos, temos

e 0
etJ:{o ethl}.

@ Denote por Vi 0 auto-espaco gerado pelo autovalor Ay = 1 e por V> aquele
gerados pelo(s) autovalor(es) em Js.

@ Note que em V; teremos as solugdes indo para +oo, quando t — oo.
@ Vamos analisar algumas possibilidades de retrato de fase...
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Retrato de fase 3 x 3

CASO 1: AUTOVALORES REAIS E NEGATIVOS EM J»
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Retrato de fase 3 x

S
CASO 1: AUTOVALORES REAIS E NEGATIVOS EM J»
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Retrato de fase 3 x 3

CASO 2: AUTOVALORES IMAGINARIOS COM a < 0
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Retrato de fase 3 x 3

CASO 2: AUTOVALORES IMAGINARIOS COM a < 0
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Retrato de fase 3 x 3

CASO 3: AUTOVALORES IMAGINARIOS PUROS
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Retrato de fase 3 x 3

CASO 3: AUTOVALORES IMAGINARIOS PUROS

Figura: Ay = —1
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