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Exponencial de matrizes

EXPONENCIAL DE MATRIZES

A série

eAt =
∞∑

k=0

tk Ak

k !
,

converge uniformemente em cada intervalo compacto. Além disso:

(a)
deAt

dt
= AeAt , com e0 = I;

(b) eA(t+s) = eAteAs, para todo t , s ∈ R;

(c) [eAt ]−1 = e−At , para todo t ∈ R;

(d) Se BC = CA, então etBC = CetA, para todo t ∈ R.

(e) Se AB = BA, então
et(A+B) = etAetB, ∀t ∈ R.
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O cálculo da exponencial

PROPOSIÇÃO

Sejam A,B ∈ M(n) tais que A ∼Q B. Então:

(a) eA = QeBQ−1;

(b) se B = diag(κ1, . . . , κn), então eA = Qdiag(eκ1 , . . . , eκn )Q−1;

(c) se B =

[
a b
−b a

]
, então eA = ea

[
cos(b) sin(b)
− sin(b) cos(b)

]
Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A1, . . . ,Am),
então eA = diag(eA1 , . . . , eA2).

Se E é uma matriz nilpotente, ou seja, existe ℓ ∈ N tal que Aℓ = 0, então

eE =
∑ℓ

k=0
Ek

k !
.

Sejam λ ∈ R e J(λ) = λI + E , sendo E a matriz nilpotente

E =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 , então etJ(λ) = eλt



1 t
t
2

. . .
tn−1

(n − 1)!
0 1 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 1 . . . t
0 0 0 . . . 1


.
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Blocos de Jordan

BLOCOS DE JORDAN

Para um número real λ definimos por Jλ(ℓ) ∈ M(ℓ) o bloco de Jordan real e
tamanho ℓ.

Para um número complexo γ = a + ib definimos por Ja,b(ℓ) ∈ M(2ℓ) o bloco de
Jordan coplexo e tamanho 2ℓ.

Geometricamente:

Jλ(ℓ) =



λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...
... . . . . . . . . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 1 λ


Ja,b(ℓ) =



Ja,b 0 0 . . . 0 0
I Ja,b 0 . . . 0 0
0 I Ja,b . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...
... . . . . . . . . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 I Ja,b


,

sendo

0 =

(
0 0
0 0

)
, I =

(
1 0
0 1

)
e Ja,b =

(
a b
−b a

)
.
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Blocos de Jordan

FORMA CANÔNICA DE JORDAN

TEOREMA (FORMA CANÔNICA DE JORDAN)
Se A ∈ M(n), então A ∼Q J em que

J = diag(J1, J2, . . . , Jr ) ∈ M(n),

sendo que cada Ji é um bloco de Jordan, real ou complexo. A matriz J é única, a
menos da ordem dos blocos na diagonal.

NOTE ENTÃO QUE

eA = QeJQ−1 = Qdiag
(

eJ1 , eJ2 , . . . , eJr
)

Q−1

e que para Ja,b temos

eJa,b =

[
ea cos(b) ea sin(b)
−ea sin(b) ea cos(b)

]
.
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Blocos de Jordan

EXEMPLO

Os autovalores da matriz

A =

 1 0 −2
−5 6 11
5 −5 −10


são λ1 = 1, λ2 = −2 + i e λ3 = −2 − i , logo

J1(1) = [1], J−2,1(1) =
(

−2 1
−1 −2

)
e J =

 1 0 0
0 −2 1
0 −1 −2

 .

Assim,

eA = Q

 e 0 0
0 e−2 cos(1) e−2 sin(1)
0 −e−2 sin(1) e−2 cos(1)

Q−1.
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN REAL

Para um bloco real Jλ(ℓ) temos que

Jλ(ℓ) = λIℓ×ℓ + G1(ℓ),

com G1(ℓ)
ℓ = 0.

Uma vez que λIℓ×ℓ comuta com G1(ℓ), então

eJλ(ℓ) = eλIeG1(ℓ)

= eλ



1 0 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0
1
2!

1 1 . . . 0 0

1
3!

1
2!

. . .
. . .

...
...

...
...

... . . .
. . . 0

1
(ℓ− 1)!

1
(ℓ− 2)!

1
(ℓ− 3)!

. . . 1 1


∈ M(ℓ).
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXPONENCIAIS DE BLOCOS: BLOCO DE JORDAN COMPLEXO

Para um bloco real Jλ(ℓ), escrevamos Jλ(ℓ) = J0
λ(ℓ) + G1,I(ℓ), sendo

J0
λ(ℓ) = diag(Ja,b, Ja,b, . . . , Ja,b) ∈ M(2ℓ) e

Gc,I(ℓ) =


0 0 0 . . . 0 0
cI 0 0 . . . 0 0
0 cI 0 . . . 0 0
... . . . . . . . . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 cI 0

 ∈ M(2ℓ).

Uma vez que Gℓ
1,I(ℓ) = 0, então

eGc,I (ℓ)



I 0 0 . . . 0 0
cI I 0 . . . 0 0
c2

2!
I cI I . . . 0 0

c3

3!
I

c2

2!
I

. . .
. . .

...
...

...
...

... . . .
. . . 0

cℓ−1

(ℓ− 1)!
I

cℓ−2

(ℓ− 2)!
I

cℓ−3

(ℓ− 3)!
I . . . cI I


∈ M(2ℓ).
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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

Note que eJa,b = eaRb, sendo

Rb =

[
cos(b) sin(b)
− sin(b) cos(b)

]
.

Assim,
eJ0

a,b(ℓ) = eadiag (Rb,Rb, . . . ,Rb) .

Agora, temos que J0
a,b(ℓ) comuta com G1,I(ℓ), donde eJa,b = eJ0

a,b(ℓ)eG1,I (ℓ) e
então

eJa,b =



Rb 0 0 . . . 0 0
Rb Rb 0 . . . 0 0

1
2!

Rb Rb Rb . . . 0 0

1
3!

Rb
1
2!

Rb
. . .

. . .
...

...
...

...
... . . .

. . . 0
1

(ℓ− 1)!
Rb

1
(ℓ− 2)!

Rb
1

(ℓ− 3)!
Rb . . . Rb Rb


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Blocos de Jordan Exponenciais de blocos

EXEMPLO

Os autovalores da matriz

A =


−2 −3 1 4 −4
−3 −9 1 5 −1
0 −1 −1 1 −1
−5 −14 2 9 −4
−3 −9 0 7 −4


são λ1,2,3 = −1, λ4 = −2 + i e λ5 = −2 − i , logo

J−1(3) =

 −1 0 0
1 −1 0
0 1 −1

 e J−2,1(1) =
(

−2 1
−1 −2

)
Assim,

eA = Q


e−1 0 0 0 0
e−1 e−1 0 0 0
e−1

2
e−1 e−1 0 0

0 0 0 e−2 cos(1) e−2 sin(1)
0 0 0 −e−2 sin(1) e−2 cos(1)

Q−1.
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Blocos de Jordan Soluções de x′ = Ax

SOLUÇÕES DE x ′ = Ax

Note que a solução do problema {
x ′ = Ax
x(0) = x0

é então

x(t)eAtx0 = QeJtQ−1x0 = Qdiag
(

eJ1t , eJ2t , . . . , eJr t
)

Q−1x0

Para um bloco real Jλ(ℓ) temos etJλ(ℓ) = eλtIeGt (ℓ), sendo

eGt (ℓ) =



1 0 0 . . . 0 0
t 1 0 . . . 0 0
t2

2!
t 1 . . . 0 0

t3

3!
t2

2!
. . .

. . .
...

...
...

...
... . . .

. . . 0
cℓ−1

(ℓ− 1)!
tℓ−2

(ℓ− 2)!
tℓ−3

(ℓ− 3)!
. . . t 1


∈ M(2ℓ).
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Blocos de Jordan Soluções de x′ = Ax

Para um bloco complexo teremos tJa,b = Jta,tb, donde

etJa,b = eJta,tb = eatRtb

Assim:

etJa,b(ℓ) = eat



Rbt 0 0 . . . 0 0
Rbt Rbt 0 . . . 0 0

t2

2!
Rbt Rbt Rbt . . . 0 0

t3

3!
Rbt

t2

2!
Rbt

. . .
. . .

...
...

...
...

... . . .
. . . 0

tℓ − 1
(ℓ− 1)!

Rbt
tℓ−2

(ℓ− 2)!
Rbt

tℓ−3

(ℓ− 3)!
Rbt . . . Rbt Rbt


,

sendo

Rbt =

[
cos(bt) sin(bt)
− sin(bt) cos(bt)

]
.
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Blocos de Jordan Soluções de x′ = Ax

EXEMPLO

Para o sistema x ′ = Ax , x(0) = x0, com

A =


−2 −3 1 4 −4
−3 −9 1 5 −1
0 −1 −1 1 −1
−5 −14 2 9 −4
−3 −9 0 7 −4


teremos

x(t) = eAtx0 = QetJQ−1

= Q


e−t 0 0 0 0
te−t e−t 0 0 0
t2

2
e−t te−t e−t 0 0

0 0 0 e−2t cos(t) e−2t sin(t)
0 0 0 −e−2t sin(t) e−2t cos(t)

Q−1x0
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Blocos de Jordan Soluções de x′ = Ax

TEOREMA

Seja A ∈ M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solução de
x ′ = Ax é uma combinação linear das funções

t 7→ t jeat cos(bt) e t 7→ t jeat sin(bt)

com 0 ≤ j ≤ n − 1 e a, b ∈ R tais que λ = a + ib é um autovalor de A.
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Retrato de fase 3 × 3

RETRATO DE FASE 3 × 3

Considere um sistema x ′ = Ax , com A ∈ M(3), de modo que a forma de Jordan
de A possua dois blocos J1 = [1] e J2 de tamanhos 1 × 1 e 2 × 2,
respectivamente. Pelo que vimos, temos

etJ =

[
et 0
0 etJ2 .

]
.

Denote por V1 o auto-espaço gerado pelo autovalor λ1 = 1 e por V2 aquele
gerados pelo(s) autovalor(es) em J2.

Note que em V1 teremos as soluções indo para +∞, quando t → ∞.

Vamos analisar algumas possibilidades de retrato de fase...
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Retrato de fase 3 × 3

CASO 1: AUTOVALORES REAIS E NEGATIVOS EM J2
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Retrato de fase 3 × 3

CASO 1: AUTOVALORES REAIS E NEGATIVOS EM J2
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Retrato de fase 3 × 3

CASO 2: AUTOVALORES IMAGINÁRIOS COM a < 0
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Retrato de fase 3 × 3

CASO 2: AUTOVALORES IMAGINÁRIOS COM a < 0
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Retrato de fase 3 × 3

CASO 3: AUTOVALORES IMAGINÁRIOS PUROS

Figura: λ1 = −1
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