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RELEMBRANDO

TEOREMA
Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solucédo de

x" = Ax € uma combinacao linear das fungoes
t— t/e® cos(bt) e t— t'e sin(bt)

com0<j<n-—1ea,becRtaisque A\ = a+ ib é um autovalor de A.
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RELEMBRANDO

TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solucédo de
x" = Ax € uma combinacao linear das fungoes

t— t/e® cos(bt) e t— t'e sin(bt)

com0<j<n-—1ea,becRtaisque A\ = a+ ib é um autovalor de A.

COROLARIO

Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) séo tais que
@ sendo reais sdo negativos, ou
@ sendo complexos tem parte real negativa,

entdo qualquer solugdo de x’ = Ax tende a 0, quanto t — co.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S2 - 2024 2/16



RELEMBRANDO

TEOREMA

Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solucédo de
x" = Ax € uma combinacao linear das fungoes

t— t/e® cos(bt) e t— t'e sin(bt)

com0<j<n-—1ea,becRtaisque A\ = a+ ib é um autovalor de A.

COROLARIO

Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) séo tais que
@ sendo reais sdo negativos, ou
@ sendo complexos tem parte real negativa,

entdo qualquer solugdo de x’ = Ax tende a 0, quanto t — co.

VALE A RECIiPROCA!

@ Se A possui um autovalor real positivo, ou imaginario com parte real negativa,
entdo existe uma solugdo de x’ = Ax que ndo converge para zero.
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EXEMPLO

@ Para o sistema x’ = Ax, x(0) = xo, com

2 3 1 4 -4
3 -9 1 5 -1

A=| 0 -1 -1 1 -1
5 —14 2 9 -4
3 -9 0 7 -4

teremos
x(t) = e*'xo = Qe Q"

et 0 0 0 0

tet et 0 0 0

2

=Q %ef’ te=! et 0 0 Q 'x
0 0 0 e Zcos(t) e %sin(t)

0 0 0 —e%sin(t) e ?cos(t)
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Sistemas atratores

ATRATORES

DEFINICAO
Considere um campo linear R” 5 x — Ax, com A € M(n).
@ Dizemos que a origem 0 € R” é um pogo para A se, para cada x € R”, vale

lim e®x = 0.
t—oo

@ Dizemos que A é um campo atrator se todos os autovalores de A tem parte real
negativa.
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Sistemas atratores

ATRATORES

DEFINICAO
Considere um campo linear R” 5 x — Ax, com A € M(n).
@ Dizemos que a origem 0 € R” é um pogo para A se, para cada x € R”, vale

lim e®x = 0.
t—oo

@ Dizemos que A é um campo atrator se todos os autovalores de A tem parte real
negativa.

PROPOSIGAO (1)
A origem é um pogo de A se, e somente se, A € um atrator.
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Aplicacao

COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)
Considere o polinémio

p(x) = awx* + asx® + axx® + a;x' + ap.
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Aplicacao

COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)
Considere o polinémio

p(x) = awx* + asx® + axx® + a;x' + ap.
@ Se a;, = 1, entdo as raizes de p tem todas parte real negativa se, e somente se,
as>0,a >0,a >0,a8 >0 ¢ aaa >a + a.

@ Se a, = 0e a; = 1, entdo as raizes de p tem todas parte real negativa se, e
somente se,

a >0,a>0,a >0 ¢ aa > a.
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Aplicacao

COEFICIENTES DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS

PROPOSICAO (2)
Considere o polinémio

p(x) = awx* + asx® + axx® + a;x' + ap.
@ Se a;, = 1, entdo as raizes de p tem todas parte real negativa se, e somente se,
as>0,a >0,a >0,a8 >0 ¢ aaa >a + a.

@ Se a, = 0e a; = 1, entdo as raizes de p tem todas parte real negativa se, e
somente se,

a >0,a>0,a >0 ¢ aa > a.

@ Procurar: Routh-Hurwitz
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Aplicacao

MOLAS ACOPLADAS

@ Considere um sistema com duas molas e dois carrinhos (se deslocando
horizontalmente) como na figura e assuma que exista atrito.
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Aplicacao

@ Denotando por x; € xo a posi¢do dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos

o sistema
mixy = —(ki + k2)xi — bix] + koXo
mgXé/ = —k2X1 — k2X2 — ngé
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Aplicacao

@ Denotando por x; € xo a posi¢do dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos

o sistema
mixy = —(ki + k2)xi — bix] + koXo
mgXé/ = —k2X1 — k2X2 — ngé

@ Escrevendo y; = X1, yo = X{, V3 = X € Y4 = X} temos o sistema

0 1 0 0
_kitk b ke 0
y'(t) = " N BAUL
L) 0 _k _b
mo me mey
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Aplicacao

@ Denotando por x; € xo a posi¢do dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos

o sistema
mixy = —(ki + k2)xi — bix] + koXo
mgXé/ = —k2X1 — k2X2 — ngé

@ Escrevendo y; = X1, yo = X{, V3 = X € Y4 = X} temos o sistema

0 1 0 0
_ ki + ko _ﬁ ﬁ 0
/ _ m m m
y(t) = 0 0 0 1Y@
fe 0o e _b
mo me mey

@ O polindmio caracteristico da matriz deste sistema é

b b2>xs+(k1+k2 k> b1b2>xz+(k1+k2&+ b1k2>x+

p(x)=x4+(—+— +-= 4
my mo m mo mimo m mo mimo

I
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Aplicacao

@ Denotando por x; e X2 a posi¢ao dos carrinhos 1 e 2, respectivamente, obtemos
o sistema
my X1” = —(k1 =+ kg)X1 — b1X1l + Koxo
mgXé/ = —k2X1 — k2X2 — ngé

@ Escrevendo y; = X1, yo = X{, V3 = X € Y4 = X} temos o sistema

0 1 0 0
_ ki + ko _ﬁ ﬁ 0
/ _ m m m
y(t) = 0 0 0 1Y@
fe 0o e _b
mo me mey

@ O polindmio caracteristico da matriz deste sistema é

p(x):x4+(ﬂ+ﬁ>xs+(k1+k2+£+ b1b2>xz+(k1+k2&+ b1k2>x+—
my mo m mo mimo m mo mimo I

@ Mostra-se que tal polinémio satisfaz as condi¢cdes na Proposi¢éo (2), donde o
sistema ¢é atrator.

@ O movimento do sistema tende ao repouso.
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Aplicacao

FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO
Dizemos que o fluxo ¢(t, x) = e”*x de um campo linear A é contrativo se existem

constantes C > 0 e 7 > 0 tais que
le"x|| < Ce~||x||, ¥t > 0, x € R".

Fernando Avila (UFPR) MATE 7010 S2 - 2024 8/16



Aplicacao

FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO
Dizemos que o fluxo ¢(t, x) = e”*x de um campo linear A é contrativo se existem
constantes C > 0 e 7 > 0 tais que

le"x|| < Ce~||x||, ¥t > 0, x € R".

PROPOSICAO(3)
Sejam A € M(n) e 8 € R. Se a parte real de cada autovalor de A € menor do que £,
entdo existe C > 1 tal que

||| < ce'”, vt > 0.
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Aplicacao

FLUXO CONTRATIVOS

DEFINICAO

Dizemos que o fluxo ¢(t, x) = e”*x de um campo linear A é contrativo se existem
constantes C > 0 e 7 > 0 tais que

le"x|| < Ce~||x||, ¥t > 0, x € R".

PROPOSICAO(3)
Sejam A € M(n) e 8 € R. Se a parte real de cada autovalor de A € menor do que £,

entdo existe C > 1 tal que
||| < ce'”, vt > 0.

TEOREMA

Seja R" > x — Ax um campo linear qualquer. Sao equivalentes:
(a) A origem é um pogo para A.;
(b) A é um atrator;

(c) O fluxo de A é contrativo.
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Relembrando

SOLUCOES MAXIMAIS

TEOREMA (T.E.U.)

Suponha f: U ¢ R” — R" uma funcéo de classe C' no aberto U. Entéo, dado
qualquer ponto (f, Xo) € R x U existe uma Unica solu¢do do problema

{ x' = f(x), ™)

X(to) = Xo,

definida num intervalo aberto (& — «, {p + «), para um certo a = a(f, Xo) > 0.

EM PARTICULAR...
Se A = [aij]nxn € uma matriz real, entdo dado x; € R” existe Unica solugao do P.V.I.

x' = Ax,
x(0) = xo,

definida em R.
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Solucdes maximais

SOLUCOES MAXIMAIS

LEMA 1
Sejam x; : [ — R", i = 1,2, duas solugdes do problema (1) definidas em intervalos

I; C R. Nestas condicoes,
X1(t) = Xz(t), vte hnb.
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Solucdes maximais

SOLUCOES MAXIMAIS

LEMA 1
Sejam x; : [ — R", i = 1,2, duas solugdes do problema (1) definidas em intervalos
I; C R. Nestas condicoes,

X1(t) = Xz(t), vte hnb.

DEFINICAO

Dizemos que uma solugdo x : | — R" de (1) € maxima se, dada qualquer outra
solugdo x : J — R”, num intervalo J C R, tivermos que:

(@ JC I
(b) x(t) = x(t), paratodot € J.
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Solucdes maximais

SOLUCOES MAXIMAIS

LEmA 1

Sejam x; : [ — R", i = 1,2, duas solugdes do problema (1) definidas em intervalos
I; C R. Nestas condicoes,

X1(t) = Xz(t), vte hnb.

DEFINICAO

Dizemos que uma solugdo x : | — R" de (1) € maxima se, dada qualquer outra
solugdo x : J — R”, num intervalo J C R, tivermos que:

(@ JC I
(b) x(t) = x(t), paratodot € J.

PROPOSICAO

Seja f como no T.E.U.. Para cada (t, xo) € U existe uma Unica solu¢gdo maxima de
(1), necessariamente definida num intervalo aberto.
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Solucdes maximais

PARA A FRONTEIRA E AVANTE...

Considere a equacéo
X =1+ x°,

cujas solugdes sao dadas por
x(t) =tan(t—rc), ceR.

Note que nenhuma solugdo poder ser estendida além dos intervalos

uma vez que

x(t) — oo, t—>cig.
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Solucdes maximais

PARA A FRONTEIRA E AVANTE...

TEOREMA 4
Sejam f de classe C' nun aberto U c R" e xo € U e x : (a, 8) — R" uma solugéo
maxima de

x" = f(x),

X(to) = Xo.

Dado qualquer compacto K C U, séo verdadeiras as seguintes afirmacdes:

(a) Se 8 < oo, entdo existe fh < t* < 3 tal que
x(t") e U\ K.

(b) Se —oo < «, entdo existe a < t* < f tal que
x(t") e U\ K.
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Solucdes maximais

PARA A FRONTEIRA E AVANTE...

TEOREMA 4
Sejam f de classe C' nun aberto U c R" e xo € U e x : (a, 8) — R" uma solugéo

maxima de
{ x' = f(x),
X(to) = Xo.
Dado qualquer compacto K C U, séo verdadeiras as seguintes afirmacdes:
(a) Se 8 < oo, entdo existe fh < t* < 3 tal que
x(t") e U\ K.

(b) Se —oo < «, entdo existe a < t* < f tal que
x(t") e U\ K.

@ Se uma solugdo x do problema ndo poder ser estendida a toda semi-reta (ou a
toda a reta), entdo a solugéo "foge"de qualquer compacto em U.

@ Isso quer dizer que quando t — S, entdo x(t) se acumula em dU, ou uma
sequéncia ||x()|| tende a co, ou ambos.
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FLuxo

Considere f : U — R” é uma fungao de classe C' sobre o aberto U ¢ R". Para cada
x € U, denote por /(x) o intervalo maximal da solugdo méxima do problema

x' = f(x),
{ x(0) = x. @)
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FLuxo

Considere f : U — R” é uma fungao de classe C' sobre o aberto U ¢ R". Para cada
x € U, denote por /(x) o intervalo maximal da solugdo méxima do problema

x' = f(x),
{ x(0) = x. @)

DEFINICAO (FLUXO)
O fluxo da equagéo x’ = f(x) é a fungédo ¢ : Q — R” definida por

#(t,X) = x + /ot f(6(s, X))ds.

Em particular,

?(0,x) =x e %(t, x) = f(o(t, x)) = fo o(t, x).
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EXEMPLO

Para a equagdo linear x’ = Ax temos Q = R™" e

o(t, x) = e”x.
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EXEMPLO

Para a equagdo linear x’ = Ax temos Q = R™" e

o(t, x) = e”x.

PROPOSICAO
(a) O conjunto Q é aberto.
(b) O fluxo ¢(t, x) é de classe C' em Q.
(c) ®(t+ s,x)=d(t, d(s,x))
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PROPOSICAO
Sejam f, g : U — R" funcdes continuas no aberto U C R™" e x, y : | — R" solugdes

das equagdes
X' =f(t,x) ey’ = g(t,y).

Suponha que existam € > 0 e K > 0 tais que
I1(t, x) — g(t, x)|| < e ellg(t,x) — g(t, Y)|| < Kllx = yll,
para todo (i, x), (¢, y) € U. Nestas condiges,

[x(t) =y (DI < [Ix(u) = y(u)[ exp(K]t — ul) + %[exp(Klf —u) = 1],

paratodo t,u € |.
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COROLARIO
Seja M > 0 tal que
1£(t, x) — f(t, )| < KlIx =y,
Para todo t € I(ty, Xo) N I(f, ¥o) vale
llo(t, to, X0) — (i, to, Yo)|| < [[X — yoll exp(K|t — fo]),

em que ¢(t, t, Xo) € ¢(t, o, Yo) denotam as solugdes dos problemas

x" = f(x), x" = f(x),
{ x0)=x © { x(0) = yo,

respectivamente.
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