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EsPACOS NORMADOS

DEFINIGAO

Uma norma num espago vetorial ¥V é uma fungdo NV : V — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

(N1) N(x) > 0,Vx €V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
(N2) N(Xx) = |A\N(x), paratodo A € K e para todo x € V;
(N3) N(x+y) S N(KX)+N(y),¥x,y € V.

@ O par (N, V) é dito ser um espago normado. Por vezes, utilizaremos a notagéo

N(x) = [Ix]l.
@ Num espago normado (N, V) tem-se a métrica (induzida por N ):
dx,y) = llx =yl -

@ Um espago normado completo € dito espago de Banach.
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DEFINICAO
Considere um espaco vetorial V sobre K.

@ Um vetor £ € V é dito uma combinagéo linear de elementos de A C V se
existem &q,...,&n € V e escalares ay, . . ., ap tais que

=Y .
j=1

@ Dado A C V defini-se o subespaco
Ger(A) = {¢ € V; £ é combinagdo linear (finita) de elementos de A}.

@ Um subconjunto A de V é dito linearmente independente, se qualquer colegao
finita de elementos de A é linearmente independente.

@ Uma base de Hamel de V é um subconjunto linearmente independente £ tal
que

Ger(&) =V.
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CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

DEFINICAO
Uma ordem parcial "<"em um conjunto M, é uma relagéo binaria que satisfaz:
(i) a< aparatodo ac M.
(i) sea<beb<aentdoa=n>b.
(i) csea<beb<aentdoa<c.

Um conjunto M é dito parcialmente ordenado se tem uma ordem parcial.

Um par de elementos que estejam relacionados pela ordem parcial se dizem
comparaveis.

Enfatizamos a palavra "ordem parcial", pois nem todo par de elementos de M
sao comparaveis.

EXEMPLO

Dado um conjunto X, entdo a inclusdo de conjuntos C define uma ordem parcial em
M = P(X) = {A; A C X} e neste caso, nem todo par de elementos (conjuntos) séo
comparaveis.

v
= = = = SR
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COTA SUPERIOR

DEFINICAO

@ Um subconjunto W de um conjunto parcialmente ordenado M é dito totalmente
ordenado (ou uma cadeia), se todo par de elementos de W sao comparaveis.

@ Uma cota superior de um subconjunto W de um conjunto parcialmente
ordenado M é um elemento u € M tal que

x<u, VxeW.

@ Um elemento m € M é dito um elemento maximal se tem a seguinte
propriedade: se m < x, e x € M, entdo x = m.

Fernando Avila (UFPR) MATE 7007 S2 - 2024 5/10



EXEMPLOS

@ Em R arelagédo usual x < y é uma ordem total. Aqui ndo existe elemento
maximal.

@ Em R2 temos a relagdo de ordem parcial.
(X1, 1) S (x1,¥2) = y1 < ¥

@ Em M = P(R) temos relagdo de ordem parcial C. Note que R é uma cota
superior para qualquer conjunto W € M.

@ Considere
M={ACR,ACQ ou ACR\Q}

com a relagao de inclusdo C. Note que M ndo possui cota superior. Além disso,
u=Q e v=R\Q

sa0 maximais.
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LEMA DE ZORN

LEMA (DE ZORN)

Seja M # () um conjunto parcialmemte ordenado. Se todo subconjunto totalmente
ordenado possui uma cota superior, entdo M tem um elemento maximal.

TEOREMA
Todo espago vetorial V # {0} tem uma base de Hamel.

TEOREMA

Seja V # {0} um espago vetorial. Entdo, toda base de Hamel tem a mesma
cardinalidade. )
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HANH-BANACH(REAL)

TEOREMA (DE HANH-BANACH-R)

Sejam V um R-espaco vetorial e p um funcional sublinear sobre V, isto é, p: V — R
que satisfaz

p(x +y) < p(x) + p(y), plax) = ap(x), Vx,y € V,Va = 0.
Se f é um funcional linear definido sobre um subespaco Z C X tal que
f(x) < p(x), Vx € Z,

entdo f possui uma extenséo linear f em V tal que

f(x) < p(x), Vx € V.
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HANH-BANACH(COMPLEXO)

TEOREMA (DE HANH-BANACH-C)
Sejam V um C-espaco vetorial e p: V — R que satisfaz

p(x +y) < p(x) + p(y), p(ax) = |a|p(x), VX,y € V,Va € C.
Se f é um funcional linear definido sobre um subespaco Z C X tal que
If(x)| < p(x), Vx € Z,

entdo f possui uma extensao linear f em V tal que

F(x)| < p(x), ¥x € V.
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EXTENSAO DE FUNCIONAIS LIMITADOS

TEOREMA
Seja N um espaco normado. Todo funcional linear Iinjitado f definido sobre um
subespaco Z C A tem uma extensao linear limitada f definida em todo N tal que

[llz= = [If[lar~-
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